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1 Introducdo: uma visao histo-
rica

Os sdlitons, sdo um tipo especifico de ondas solita-
rias (solitary waves). Ambos obtiveram muita aten-
¢do nos ultimos trinta anos e aparecem em diver-
sas areas, tais como ondas em aguas rasas e pro-
fundas, comunicacdes 6pticas, condensadores de
Bose-Einstein e modelos biolégicos. As ondas so-
litArias sdo ondas que mantém a sua forma quase
inalterada a medida que se propagam, devido a
baixa atenuacdo e dispersdo que sofrem. Tipica-
mente surgem de alguns tipos de equacbes dife-
renciais parciais. Os sélitons, mas especificamente,
séo ondas solitarias que interagem inelasticamente,
ou seja, preservam a sua forma em colisdes.

O primeiro relato de observagéo de uma onda so-
lithria data de 1834, quando entdo um engenheiro
nautico, J. Scott Russel observou no canal, que vai
de Edinburgo a Glasgow nas Escdcia, uma onda se
propagando nas superficie da agua sem se atenuar.
Russell relatou tal observacdo em um jornal da As-
sociagdo Britanica em 1844.

"Acredito poder melhor introduzir o fenémeno des-
crevendo as circunstancias em que se procederam
0 meu primeiro contato com ele. Eu estava ob-
servando o movimento de um barco que foi rapi-
damente retirado do canal por um par de cava-
los, quando o barco parou de repente - mas néo a
massa de agua do canal que este havia colocado
em movimento; ela se acumulou ao redor da proa
da embarcagdo em estado de agitacdo violenta, e
entdo subtamente, deixando-o para tras, deslisou
com grande velocidade, assumindo a forma de uma

grande onda solitaria, uma elevacédo arredondada,
suave e com um pico bem definido, que continuou
0 seu curso ao londo do canal aparentemente sem
mudar de forma ou diminuir a velocidade. Eu se-
gui montado no cavalo, e alcancei-o ainda viajando
a umas oito ou nove milhas por hora, preservando
sua forma a uns trinta pés de distancia. Sua altura
diminuiu gradativamente, e apds uma perseguicao
de uma ou duas milhas perdio-o numa das sinuosi-
dades do canal."

Esse fenémeno inspirou Russell o que o levou a
fazer experimentos para provar a existéncias dessas
ondas e estuda-las. Para tanto ele utilizou um canal
de agua razo e longo, onde ele podia jogar pesos.
Como esses experimentos ele fez duas descober-
tas:

e A existéncia de ondas solitarias, isto é, ondas
longas de aguas rasas e de forma permanente.

e Para essas ondas a velocidade da onda v seria
dada por: v = +/g(h+n), onde n é a ampli-
tude da onda medida do plano da agua, h é a
profundidade do canal e g é a medida da gra-
vidade (note que n/h < 1 no experimento de
Russel).

No entanto Russel percebeu que ndo existia uma
teoria matematica que explicasse e assim desse
suporte aos seus resultados, que nado foram entéo
aceitos por todos os membros da comunidade ma-
tematica. N&o existia ha época nenhuma equacao
gue descrevesse ondas em agua e, por tanto, o que
ele propunha era uma solugédo para uma equacgéo
desconhecida. Airy publicou em 1845 uma teoria de
onda longas no seu livro "Ondas e Correntes"(Tides
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and Waves), onde ele encontra uma férmula para
a velocidade de uma onda relacionando sua altura
e amplitude. Desse resultado, Airy concluiu que as
ondas solitarias ndo poderiam existir. Isso levou a
um confronto entre Russell e Airy que finalmente
teve fim em 1895 com a equacgéo de Korteweg e de
Vries que descreve ondas em aguas rasas. Para
tal equacao foi provada matematicamente a existén-
cia de uma solucdo na forma de onda solitaria. Esse
resultado ficou enterrado por aproximadamente ses-
senta anos quando foi redescoberto em um contexto
totalmente diferente.

2 A equacdo de Korteweg-de
Vries (KdV)

A equacao de Korteweg-de Vries (KdV) é uma equa-
céo diferencial parcial ndo-linear de terceira ordem
gue foi inicialmente formulada para explicar a propa-
gacdo de ondas em um canal de 4guas rasas. Pos-
teriormente voi verificado que tal equacdo estava
também envolvida com uma grande variedade de
problemas relacionados a fenémenos fisicos, prin-
cipalmente aqueles aonde h& a existéncia de ondas
de choque, ondas viajantes e sélitons. Alguns feno-
menos fisicos da mecéanica quantica podem ser ex-
plicados através de modelos baseados na equagéo
de KdV. Além disso essa equacado é também utili-
zada na dindmica de fluidos, aerodindmica, e me-
cénica continua como um modelo para formacgéo
de ondas de choque, solitons, turbuléncia, compor-
tamento de camadas de contorno e transporte de
massa. Varias solucdes de forma fechada, solugées
de aproximacdes por séries e solu¢cdes numéricas
sdo conhecidas, para casos particulares de condi-
¢Oes de contorno e condigBes iniciais.

Apo6s aplicar uma transformada de Galileu (Gali-
lean Transform) ! e aplicando uma série de trans-
formacgOes de escala, a equacédo de KdV pode ser

1Uma transformacdo de um quadro de referéncia para
um outro em movimento a velocidade constante. No en-
tanto, a relatividade espacial mostra que a transformacgéo
tem que ser modificada para a transformacdo de Lorentz
para movimentos relativisticos. Para mais detalhes veja:
http://mathworld.wolfram.com/GalileanTransformation.html

escrita da seguinte forma:
Up — 6UUL + Ugyy

onde u, é a derivada primeira de « em relacdo a «,
Uz, a derivada segunda, u,., a derivada terceira e
u; € a derivada de v em relacéo a t.

Uma solucéo para a equacéo de KdV é da forma:

u(z,t) = —2sech?(x — 4t)

genericamente a solugéo é:
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A solucdo que obtemos é uma onda viajante da se-
guinte forma:

u(,t) = p(€), & = a + ct

Esta solugédo é obtida restringindo a equagéo as se-
guintes condicdes de contorno:

W20 Po
,85,852

Essa condi¢Bes nos levam a equacao de Ricatti:

gue pode ser resolvida explicitamente, obtendo as-
sim a solu¢gdo mostrada anteriormente.

Esta solucéo pode ser visualizada no grafico da
Figura 1 ou 2 para o caso particular em que x4 =
2.

Para o caso em que consideramos a solucao dada
anteriormente como a solu¢do para o uma canal de
aguas rasas, teremos que quanto mais profundo for
o canal, mais rapida a onda (dada pela solucéo an-
terior da equacao de KdV) se movera e mais estrita
sera.

Ondas solitarias ndo s@o incomuns na hatureza.
O que é mais chama a atenc¢do é que as onda soli-
tarias resultantes da equagédo de KdV podem colidir,
passar uma através da outra e recuperar comple-
tamente a forma original apés a colisdo. As ondas
solitarias desse tipo sédo chamadas sdélitons.
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Figura 1: Uma solucao para a equacao de KdV.
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Figura 2: Gréfico da superficie da mesma solugéo

da Figura 1.

3 Sodlitons em Comunicacfes
Opticas

O primeiro caso relevante de sdlitons em Opti-
cas ocorreu relacionado com a transparéncia auto-
induzida e foi verificado por Erwin Hahnde Berkeley
e seu entdo aluno Sam McCall [6]. Um pulso 6ptico
pode atravessar um meio de dois niveis de mate-
rial absorvente. Se o relaxamento do meio for muito
maior do que o pulso, entdo o pulso pode passar
sem sofrer absor¢cdo do meio. A fronteira da frente
do pulso é absorvida pelo meio que é invertido. Com
o retorno ao nivel zero o meio re-irradia e a energia
total do pulso éptico é recuperada. Hahn fez va-
rios estudos computacionais sobre o fenbmeno e a
partir desses estudos surgiu o caracter soliton do
problema: pulsos podem colidir-se e recuperarem-
se apo6s a colisdo. Quase a0 mesmo tempo uma
teoria analitica se desenvolveu, baseada nos méto-
dos de espalhamento reverso, gracas aos esforcos
de Kruskal [?, ?, ?]. Brevemente explicado, 0 mé-
todo do espalhamento inverso mapeia a solu¢do da
equacdao diferencial parcial ndo linear em soluctes
de equacdes diferenciais lineares. A equacao linear
pode ser solucionada por método comuns. A trans-
formacéo de volta a uma solucdo da equacdo nao
linear com condi¢@es iniciais arbitrarias.

4 Caracteristicas nao lineares
das fibras

Uma onda de luz viajando em uma fibra também so-
fre a acdo de respostas nao lineares. Mesmo que
as respostas nao lineares sejam fracas, apés uma
longa distancia de propagacéo (em termos do com-
primento de onda) o seu efeito passa a ser signifi-
cativo. Os efeitos ndo lineares de maior importancia
séo o efeito Kerr e os espalhamentos de Brillouin e
Raman.
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4.1 Efeito Kerr

A origem das respostas néo lineares € o movimento
nao harménico dos elétrons de superficie sob a in-
fluéncia de um campo aplicado. Como resultado,
a amplitude da polarizagdo induzida P dos dipdlos
elétricos néo € linear no campo elétrico £, mas en-
volve termos de mais alta ordem:

P=cxV -E4+x?:EE+x®:EEE + ..]

onde ¢, é a permissividade do véacuo e xU)(j =
1,2,...) é a susceptibilidade de j-ésima ordem. Para
considerar os efeitos de polarizacdo da luz, x/) é
um tensor de posto j + 1. A susceptibilidade linear
x fornece o indice de refracéo linear ny € 0 co-
eficiente de atenuacdo v. Em meios cristalinos tal
como nas fibras épticas praticamente néo existe ge-
racao de segundo harmdnico pois a susceptibilidade
x? é nula ou bem préxima de zero. Para o caso do
Si04 que possui uma inversao simétrica a nivel mo-
lecular a susceptibilidade de segunda ordem é in-
fima, a menos que SiO, contenha efeitos ressonan-
tes. Como resultado as fibras Opticas ndo exibem
efeitos ndo lineares de segunda ordem, embora o
momento de quadripolo elétrico e 0 momento de di-
pélo magnético possam gerar efeitos ndo lineare de
segunda ordem fracos. O termo de mais baixa or-
dem considerado séo os efeitos n&o lineares gerado
pelas susceptibilidade de terceira ordem, y ().

Se considerarmos uma onda plana 6ptica com
campo elétrico da seguinte forma:

E = Eycos(wt — kz)
entdo a polarizagdo induzida sera dada por:
pP= sox(l)Eocos(wt —kz)+ sox(B)Egcosg(wt —kz2)
Sabemos que:
cos30 = 3(00339 + 3cosb)

Entao:

(3

P= 60(X(l)+2X(3)E§)Eocos(wt—kz)+so XTES’COS?)(wt—kZ)

O segundo termo corresponde a parcela gerada
pelo terceiro harmdnico, que pode ser dispresada
para o caso de fibras dépticas devido ao descasa-
mento entre as freqiiéncias w e 3w. A polarizacdo
fica entdo reduzida a:

P=go(xM + %X(S)Eg)EocOS(wt —kz)

Para uma onda plana como a proposta anterior-
mente, a intensidade € dada por:

1
1= *CEOTL()ES
2
onde ny é o indice de refracdo da fibra quando o
campo aplicado é de baixa intensidade. Neste caso,
podemos entdo reescrever a equacdo da polariza-
céo:

3 (3
P=g(xV+= X - I)Eycos(wt — kz)

A relagdo geral entre polarizacdo e o indice de
refracdo é dada por:

P = ¢¢(n? — 1)Egcos(wt — kz)

Comparando as duas equag¢fes que descrevem a
polarizacdo, veremos que o termo nao linear con-
tendo x(® leva a um indice de refracdo dependente
da intensidade:

3 3
n2:1—|—x(1)+fx 1
2 cegno
Como o ultimo termo é geralmente muito pequeno
para intensidade de luz muito alta, podemos aproxi-
mar por uma seérie de Taylor:

3 x®
n>~ng+ -
4 cegn

n=mng+ nl

onde
na =1+x®

e

3 x®
2T ZC&‘OTI%
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O indice de refragédo nao linear n, é chamado de
coeficiente Kerr. Para a silica o seu valor é de apro-
ximadamente 1.3 x 10~22m?/V2. Como o efeito Kerr
se origina de movimentos ndo harmonicos dos elé-
trons da fronteira nas moléculas, eles tem resposta
da ordem de 1015,

4.2 Efeito Raman

O espalhamento estimulado de Raman é uma in-
teracdo entre a onda luminosa e os modos de vi-
bracdo das moléculas de silica. Se um féton com
uma energia hw; é incidente a uma molécula com
freqiiéncia de vibragdo w,,, a molécula pode absor-
ver parte da energia do féton, excitando a ressonan-
cia. Na interacdo, o féton espalhado perde ener-
gia, ficando agora com uma energia hwy mais baixa
e consequéntemente uma freqiiéncia mais baixa.
Essa nova freqiiéncia w- é conhecida como frequién-
cia de Stokes e o féton correspondente como fo-
ton de Stokes. Tal processo é conhecido como
espalhamento de Raman. Este espalhamento, ao
contrério do espalhamento de Rayleigh, € inelés-
tico, o féton perde a energia de uma quantidade de
hwr = hw, — hwy embora o nimero de fétons néo
varie.

Em uma fibra quem mais contribui para a res-
sonancia é foton Optico de freqiiéncia aproximada-
mente 10'*Hz. Como o féton Optico tem um mo-
mento muito pequeno (kg ~ 0), a luz que sofre es-
palhamento se propaga a uma velocidade igual a v,
avaliada em wy na mesma dire¢cdo que a luz inci-
dente. Quando a freqiéncia de batimento entre a
onda incidente e a onda espalhada reforcar o féton
Optico, o processo de espalhamento é estimulado e
a amplidute da luz espalhada cresce exponencial-
mente na direcdo de propagac¢do da onda. Tal pro-
cesso é conhecido como espalhamento de Raman
estimulado (ERE).

Para um onda bomba (pump wave) com intensi-
dade I, a intensidade de Stokes Ig cresce em z, a
direcdo de propagacéo, segundo:

dl
dz = gRIpIS

onde gr é conhecido como coeficiente de ganho Ra-
man. gr depende da frequéncia de separacédo entre
a onda bomba e a onda do modo Stokes; gr = 0
guando a separacdo em frequéncia é nula e au-
menta com a separacdo de freqiiéncias. Na silica,
uma onda bomba de 1um, gr tem valor de pico de
aproximadamente 1 x 10~ em /W e a freqiiéncia de
separacao da onda Stokes para a onda bomba é de
13THz.

Quando um pulso curto tal como um sdéliton se
propaga na fibra, a freqiéncia da portadora pdoe
servir como uma bomba e excitar a banda infe-
rior adjacente do espectro. Como resultado, a
freqUéncia da portadora decresce. Esse processo
€ representado por og, sendo este proporcional a
dgr/dAw, onde Aw é a diferencga de freqiiéncia en-
tre a onda bomba e a onda Stokes.

4.3 Efeito Brillouin

Além da excitacdo das ressonancias, o material
da fibra admite excitacdo de ondas acdusticas, que
sdo chamadas na mecanica quantica de phonons.
Como a onda acustica se propaga a uma velocidade
v, muito inferior a velocidade da luz ¢, ela possui um
momento muito maior hk,, onde

Wq,

kp =

Vg
e as condi¢Bes de ressonancia requerem que

(ko — ks).C
ng

Wq = Wy — Wg =

onde w, é a freqiiéncia do phonon, w, é a freqién-
cia de Stokes, e kj e ks sdo os vetores de onda dos
modos bomba e Stokes. Temos que |v,| < |¢, a
condicdo de casamento do nimero de onda é satis-
feita tomando-se:

ks ~ —ko

isto é, requerindo que o modo Stokes (onda es-
palhada) se propague na direcdo oposta a onda
bomba.

O espalhamento de uma onda de luz causado por
uma onda acustica é chamado de espalhamento de
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Brillouin. A partir das considera¢gfes acima, nota-
mos que, enquanto o espalhamento Raman é um
espalhamento na direcdo da direcdo de propaga-
¢do, o espalhamento de Brillouin é um espalha-
mento na direcdo oposta a onda incidente (onda
bomba). Se a onda bomba é cw de tal maneira
gue a onda Stokes possa continuamente coexis-
tir com a onda bomba,a freqiiéncia de batimento
entre as duas induz continuamente a excitacdo da
onda acustica, e 0 processo cresce exponencial-
mente. Tal processo é conhecido como espalha-
mento Brillouin estimulado (EBE). Para o espalha-
mento Brillouin estimulado, a intensidade do modo
Stokes I, cresce exponencialmente com a intensi-
dade do bomba I,,, da seguinte forma:

dI
dz

= gBIpIS

onde gp é 0 ganho de Brillouin. Em oposicdo ao
espalhamento estimulado de Raman, o espectro do
ganho de Brillouin é estremamente estreito com lar-
gura de banda de aproximandamente 10M Hz. O
valor de pico do ganho de Brillouin ocorre no deslo-
camento de Stokes, wy — wg,de aproximadamente
10GHz e alcanca o valor de gg de aproximada-
mente 6 x 10 %em/W.
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