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Abstract. A identificag@@o parangtrica de sistemas variantes no tempo (TV) pode ser efetuada se cada coeficiente
TV puder ser expandido como um conjunto finito de uma 8eqia base. O problema se torna invariante no
tempo com rela&o aos pa@metros da expade. O uso de uma base de férg waveleté adequado devido a sua
flixibilidade em capturar as caracigticas do sinal em diferentes escalas e instantes de tempo.

1 Introducao A abordagem mais popular ao problema de
identificag@o de sistemas variantes no tem@oempre-

Um modelo mateftico para sistemas dinamicadmpode gar um algoritmo adaptativo e, assumindo que a vadac

mpr r inferi m n rimeiros ppins. Par p .
sempre ser inferido com base nos primeiros jiius. Para no tempoé lenta, ser capaz de rastrear a ti@jet do

sistemas complex_o_s, em pa_rt|cular, a tentativa am sistema. A popularidade dos algoritmos adaptaté/asn
de modelagem utilizando leis elementares para discrevet

ses dif - di ica do si indicativo da imporncia da identificégp de sistemas
Zsu(rer?:?erzxi%e[enCIjésslu?o:ﬁgeg]ma é?;mi'ﬁ]a W;Sésgemavariantes no tempo. Apesar da sua ampla utiibagsses
ser segu?da. Urﬁ a?ternativa par'a essge pro,bEESEaermi- algpritmos'r&o s:”ap capazes de lidar com sistemas que
nar o modelo para o sistema baseando-se apenas rﬁnrelagva”.am,m.u'to rapldamente; Se os coeficientes Amu_darem
da/sala medida, o que chamamos de identifizade muito rapldamente em relae ao te_mp~0 de convesgeia

e_ntra 04 do algoritmo, o algoritmo adaptativédo sea capaz de
sste;\nzs. ificado de si . rastrear a evolp do sistema.

! ?nt' icago de sistemas variantes no terr]po tem se Para contornar esse problema, um modelamento mais
torna}dp importante no modelamento de sistemasiaas. explicito dos coeficiente®€ neces#io. Uma tentativa
Nasultimas cecadas, a descoberta do caos tem impulsion-,

ado os estudos de sistemas dissipativos. O modelamente Impor uma estrutura probaisiica nas trajétias dos
. . dissIp . Roeficientes e consideilos como processos eshsticos.
tem uma grande infncia na aalise, entendimento e con-

. L ) Entao, os coeficientesis estimados com uma filtragem de
trole dos sistemas 6tcos. Um modelo para um sistema

L X .. Kalman. No entanto,ao fica claro nesta abordagem como
cabtico, pode, por exemplo, fornecer uma quantidade ilim- determinar o modelo apropriado para as téajas dos co-
itada de dados, sendo assim peska computago mais

recisa de invariantes dimicas tais como dimedss frac eficientes efou como determinar oSgaetros.
prs i - Uma abordagem diferente, a qual nos focareraes-
tais. Um modelo pode tardm ser utilizado para prever

pandir cada coeficiente variante no tempo em um conjunto

mudancar estruturais na estabilidade do sistema, conheciy sediéncias de base. Se a evdogo tempo de cada coe-
das como bifurcaies.

o L ficiente puder ser bem aproximada pela comlioate pe-
Grande parte dos sinais encontrados em aEs@o b P P b

satisfazem o presuposto de estacionariedade, o que ex "C%uenos fimeros de saigncias de bases, & a tarefa de
Y P 04 Pic entifica@oé equivalenté estimago de paimetros nessa
0 crescente interesse em processamento de s@aissta-

cionarios, incluindo a representag tempo-fregéncia e a expango. Esse problema de estirdagie pametros pode
L ' A rep P d ser resolvido pelo #todo dos rinimos quadrados, por ex-
analise espectral variante no tempo (TV).

. emplo.
Modelos variantes no tempo surgem naturalmente , ‘o .
L . 0 temp 9 X Este nétodo possudois problemas quando aplicados
na ardlise de diversos sinais da natureza, tais como,

sinais a@sticos da fala (devidé constante mudanga na a sistemas variantes no tempo gsos: uma classe de
: - : aane fungbes de base precisa ser escolhida a@devemos sele-
configura@o do trato voval), canais de comunigag(de-

vido as mudancas do meio de propdmedos diversos cionar as mais significantes dentre essasdaag Diversas
as do me Propagac : classes foram propostas, ma@orexiste ainda nenhuma in-
obsfculos, etc), sinaisismicos da Terra, etc. Os sistemas

. . . dicativo ou regra para selecionar qual classe deve ser sele-
variantes no tempo aparecem em diversas afleagle

identificacio de sistemas. tai m ncelamento d h cionada. Para o problema de escolha das@esgignif-
entiicago de sistemas, tais como cancelamento de €Choy ., o gentro de uma classe, tem sido adotado simples-
estima@o de tempo de atraso, controle e processamento d

Fnente truncar a expafs numa certa ordem.
arrays.



Alguns trabalhos foram desenvolvidos buscando re-

sponde a essas duas qdest %0 propostas diferentes
bases de wavelets para melhor modelar as carstitass
locais e globais das trafgias do sistemaa® tamieém da-
dos alguns guias para a escolha da liéisea para um dado
problema. A escolha das fudes mais significantes da base
¢ feita atraes de um teste eststico aplicando para tanto o
F-teste de Astim.

2 Wavelets em Identifica@o de Sistemas

As wavelets 8o fun@es que, dada um fdhia destas, elas
formam uma baser ortonormal para o subespat@R).
Uma propriedade interessante destas des¢ que todas
elas possuem suporte compattd(sio diferentes de zero
apenas em um intervalo finito) e satisfazem uma galac
de recoréncia em que posével, atraes de dilata@es e
compres8es de uma furip chamada waveletae, obter
verdes dessa waveletda em escalas diferentes e assim
obter uma fartlia de wavelets que formaruma base para

tempo fredjencia quasétima. O modelo da estrutura resul-
tanteé espacialmente adaptativo. Irregularidades locais de
uma dada furéo podem ser aproximados ateaymas eco-
nomicamente, utilizando apenas um pequetmero sig-
nificante de funges de base.

3 Wavelets

Waveletsé o nome dado a uma falia de fun@es que o
geradas a partir de compréss e dilata@ies de uma furép
chamada wavelet &e. A primeira meré as wavelets
apareceu em um trabalho de A. Haar em 1909 [1]. As
wavelets de Haar cairam no anonimato pari@s anos, &
gue em meiados daédada de 30, foi resgatada por Paul
Levy que investigava o0 movimento Browniano e mostrou
que as funges da base de Hagasmelhores do que as da
base de Fourier para estuadar os pequenos e complexos de-
talhes do movimento Browniano.

Por mais alguns anos as wavelets de Haar permanece-
ram como sendo asnicas wavelets conhecidas. éAfjue

o L%(IR). E devido a essas propriedades que as waveletem 1985, estudando processamento digital de imagens,

s40 capazes de promover uma represé@uage um sinal

Stephane Mallat deu um grande impuésowavelets sendo

em diferentes escalas e instantes de tempo, podendo assigeguido por Yves Meyer que propos a primeira wavelet

estabelecer uma melhoréaise das caracteticas do sinal.
A representa®o utilizando wavelets se mostrou ser

assinbticamente prxima doo6timo no que diz respeito a

taxa de convef@ncia queé igual a melhor taxa obtida us-

ando esquemas de aproxiraagfo-lineares. Am disso,

a boa localiza@o tempo-fretjlencia das wavelets as tornam

nao-trivial (suave). As wavelets de Meyer, ao canty das
wavelets de Haara® continuamente difererésieis, mas no
entanto Ao possuem suporte compacto. Poucos anos mais
tarde, Ingrid Daubechies inspirou-se nos trabalhos de Mal-
lat para para construir um conjunto de bases ortonormais de
wavelets suaves, com suportes compactos.

candidatas ideais para implementar modelos com estruturas

adaptativas.
Dentre as diversas fdiias de wavelets as B-Splines se

mostraram particularmente adequadas para o caso de ide
tificacdo de sistemas. As Splines se sobrepoem as demai

wavelets no que tange a taxa de aproxiamagsto significa
gue menosiveis de resolugo §10 neceswios para aproxi-
mar uma fungo com uma certa preés. Como cadaiwel

a mais de resol@p acrescentado no processo de decom-

posigio dobra o esforco computacional neéeiss € evi-
dente ertio a rao da imporéncia da escolha da faiia de
wavelets.

As B-Splines &ao fun@es que &o polirbmios por
partes (concatenagQ de polidmios). Elas podem ser
facilmente computadas para dados qu&o nestejam

necesériamente espacados uniformente. As wavelets B-

Splines possuem suporte local e fornecem uma loc@ac

1Uma fungio tem suporte compacto se ela for zero fora de um conjunto

compacto. Uma furip com suporte compacté & interessante em um
dorrinio limitado. Podemos tan@m dizer que uma fudp & de suporte
compacto se 0 seu Supodeim conjunto compacto.

2Um conjuntoS & compacto se, para qualquer i@agia de elementos
X1,Xo2,...em S, uma subségncia pode sempre ser extta tendendo
no limite a um elementd( de S. Conjuntos compactosis fechados e
limitados, e essas condigs os caracterizam em um espaco de didens
finita.

n

3.1 Definigo

Waveleté uma fun@o(z) € L?(IR) que, a partir de uma
relago de translép e compre$m, & capaz de gerar uma
Farrilia ortonormal de fun@es wavelets queuma base para
0 espagoL?(IR). A relago de translap e dilatago &
definida como:

Pip(x) =279/ 2p(27 0 — k) 1)

no qualj,k € Z. Deve-se ressaltar que a constante de
dilatagao pode ser qualquefimero real, mas usualmete
adotado @ por possibilitar maior adequaga implemen-
tagdo computacional dos algtmos.

A cada fun@o wavelet temos a elas associadas a sua
respectiva fungo escala. Como veremos posteriormente na
ses8o sobre Aalise de Multiplas Resoldgs (ARM), um
sinal originalmente em uma dada resé@lagode ser pro-
gressivamente decomposto em @&sde menor resolag,
sento erdo projetado hum subespaco gerado pelasiesic
escala de menor resobfug. Os detalhes, a informaes
perdidas nesse processo de pragénessa diminuip de
resolu@o do sinal) podem ser obtidas pela praggo
mesmo sinal original no subespaco gerado pelastisc

wavelets associadas fun@es escala de menor resdiog



Teremos er#fo a decomposép do sinal em duas parcelas:

uma parcela de baixa resoi@; e outra constituida pelos
detalhes perdidos nessa mudanca de regolug
Cada fun&o wavelet assim como cada f@uacescala

associada pode ser totalmente caracterizada pelos seus co-

eficientes de filtros a elas associada#s fungdes escala
temos os coeficientes de filtp e as wavelets os coefi-
cientesh. Assim como podemos determinar uma fao@
partir da outra, podemos tai@im determinar os coeficintes

de filtros de uma a partir da outra. Os coeficientes de fil-
tros possuem uma grande importancia, pois eles determin

completamente as caradtdicas das furiies, tanto que o
valor da fun@o em cada ponto do ddénio pode ser deter-
minado conhecendo-se apenas os coeficientes de filtro.

3.2 Wavelet de Haar

A mais simples das fuidgs wavelet€ a wavelet de Haar.
A funcao de Haag definida como:

1, sexel0,1)
Y(x) =] -1, sexe[3,1)
0, caso confario

)
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Figura 1: Wavelet de Haar.

Dada a fungo de Haar,é posével mostrar que a
familia gerada a partir de sua transdace dilatago & uma
base ortonormal d&?(IR).

A funcao de Haar pos$wseu suporte restrito ao inter-
valo [0,1), ou seja, est& o intervalo no qual a fudp &

ar

nao nula éupp(y) = [0,1)). Aléem disso, a furffo de Haar
possiinorma um.

lp(@)* = (@) >

< Y(x), Y (x
[ V2 (z)dx
1

©)

Dada uma fungo obtida por transl&p e dilatado da
funcio de Haary; .(v) = 277/2¢(2 72 — k), 0 supporte

destaé dado por:
supp(jn(z)) ={z € R | 0< 22—k <1} (4)
enfio,

supp(vj ) = [2'k, (k +1)27) (5)
e 0 comprimento do suporé’,
A \'Ilj,k (X]
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Figura 2: Wavelets de Haar obtidas por dilétes e
translades.

Para demonstrar a ortogonalidade do conjunto das
fungdesy; ., deve-se mostrar que dadas duas &@sg); j,
quaiquer estas s@p ortogonais. Para tanto, fixa-se um
j qualquer e prova-se a ortogonalidade nestas coaslic
Em uma segunda etapa, demonstra-se a ortogonalidade para
diferentes valores dg Feitas ambas etapas, eatprovado
que para quaisquere k a fanilia de fun@es geradé& or-
togonal. Para mostrar que essas figg;&0 ortonormais,
basta agora mostras que quaisquer uma da®ésgossui
norma uniéria.



3.3 B-Slines 4. As fungdes B-Splines possuem suporte compacto.

As B-Splines representam um exemplo em particular de g aq B-Splines &o as menores splines polinomiais.
uma base formada a partir de convdlas. As funges B-

Splines 8o definidas a partir de convolu@®es do pulso 6. 5" (x) € um polirdbmio por partes de ordem

retangulars®(.) queé a B-Spline de ordem zero.
n+1

1 1 +1
I sefa] <05 (@) = > (T D =k o))
Bo%»z)={ 0.5, selz| =05 (6) " k=0
0, caso contario , . . .
ondez’; & conformed definido acima.
As B-Slines de ordem, 5" (.), Ao definidas:
B0(x) % BO(x) % - - % B0(x) 3.4 Analise de MultiResolugio
A (z) = " vezes ) Dadas funges wavelets bases para o espa¢@R) temos

a decomposgo desse espaco em subespacos encaixantes
Existe tamém uma expre$® explcita que pode ser associados as diversas resokes.

demostrada por ind@g:
- ~Wwaovic...cyc... (12)
n

1 . 1
ﬁn(x) — E kz C];H_l(_l)k(ﬂi + n -+
=0

2

—RT(®)

onde C;*! & o coeficiente binomial, e a fuag 27 &
definida por:

9)

L= z"™, sex >0
+7 1 0, caso contirio

A B-Spline de ordem 3, por exemplo, possui a seguinte
expresao:

(4 —62% +32%)/6, sel >z <0
B (x) =< (2 —|z|)3/6, se2>2<1 (10)
0, caso contario

Os filtros correspondentes para esta B-Splate &/6,
2/3e1/6.

As B-Splines possuem algumas propriedades interes-
santes quea® listadas abaixo:

1. Aderivada da B-Sline de ordemem rela@o ax pode _ . .
ser expressa como uma soma de B-Slines de ordem Figura 3: Segiencia de Subespacos encaixantes (ARM).

n — 1 avaliadas em deslocamentosade )
Um subespago de maior reschagV;_; pode ser

ign(m) =B""Hz+0.5) - "z —0.5) expresso como uma soma de um subespago de menor
dx resolu@o V; com um subespacthl/; com os detalhes, as
informages, que as quais se faz um salto de uma redolug

2. Aintegral de um B-Spline de ordempodeé igual a
para a outra.

soma infinita de B-Splines de ordemt- 1.

[ =3 e -05- k) o=l ¢2)

—oo k=0 Temos erio um particionamento dé&; em uma
parcela de baixas e outra de altas égias,V;_; e Wj,

3. A transformada de Fourier eéstrelacionada a respectivamente. O espa¢d(IR) pode ser decomposto

convolu@o de ordem: + 1 das B-Splines. nos subespagd¥’;’s da seguinte forma:
o sen(%
() = (45 e LR = P W, (13)

2 jez



Dada um fungo f em subespacd’, esta pode ser
aproximada com a preéis desejada pela sua prajeq; =
P; f no subespag®;. No caso limite temodim; . f; =
f. Como vimos acima, um subespaigppode ser dividido

de forma esivel em uma parcela de altas e outra de baixas

frequéncias,IV; e V,_1, respectivamente. Desta forma, a

process@ descrito pela seguinte eqaag

:Za(n k

k=1

—k)+e(n) (16)

projedo de f em V; pode ser escrita como a soma das NO €aso acima temos um modelo TV-AR de ordeonde

proje@es nesses d0|s subespague &o partes e formam
Vi, Pif = P f +Q; f, ondeQ; f representa a projae
de f no subespactV’;.

Cada um dos subespagiss é gerado pelas fudes
de escala de diferenteb/ris de resolugo. E possvel enfio
obtermos uma dlise nas multiplas resol@es, fazendo
para tanto a projé&p nos diversos subespadds Para ex-
istir a arallise em multiplas resoldgs (ARM)é necesario
termos uma sei@ncia de subespagos fechados/délR),
V; ondej & um rumero inteiro satisfazendas seguintes
propriedades:

1L.VjeZV;CVij—1)

2. ;22 Vi = {0}
2
3. U2 Vi = LA(IR)
4. Vfe L (R)\Nj €L, feV, < f(29.) eV
5.VfeL*(R),VjEZ,feV;< f(.—n) €V
6. Existe uma fungo escalap € 1V}, tal queg; x(z) =

27922 Iz — k)

Uma vez dada uma alise de resoludip multipla, podemos
associar a ela uma wavelet:

Y= (-1)

As fungdes wavelets e as fudes escalas formam
bases para os subespagse V;. O conjunto{v; ;. brez
& uma base para o subespgp. O conjunto{; x}rez €
uma base par¥;. Desta forma, uma dada fuixg f emV
pode ser expressa como uma ex@ansm wavelets:

ch Kbk (T Z Zd kP

j=l+1 k

n_lhfnfl¢71,n (14)

(15)

E interessante notar gue oval de resolugo aé qual ponto
sei feita a decomposip ! € um paametro que deve ser
escolhido.

4 Expansio Wavelet de Sistemas Variantes no Tempo

Vamos tomar inicialmente um modelo de sistema mais sim-

ples, um modelo de tempo discreto de um processo auto-

regressivo com pametros variantes no tempo, TV-AR. Tal

a(n; k) sdo os coeficientes variantes no tempo, qi®jas-
tamente o objeto alvo do processo de identiioacSe o
modelo assim descreve um sisterfscb, endo é natural
considerarmos que seja um sistema causalavelsg im-
portante notar que iss@a equivale a condép de termos
todos os polos de(n; k) dentro do @rculo de raio unério
para todon).

Se cada um dos coeficientgs:; k) for expresso como
uma combinago linear de algumas sé&ncias de base
filn),1=1,..., L temos:

17

L
k)= &wfiln)
=1

onde &, sao coeficientes invariantes no tempo. Substi-
tuindo no problema inicial, temos:

=305

k=1

Sk fi(n

=1

)y(n — k) +e(n) (18)

Com essa mudanca no problema transformamos-o num
outro problema ondedo Ha mais nenhum pametro var-
iando com o tempo. Tomando a egaacacima para
varios instantes de tempo, formamos um sistema linear de
equages que pode ser resolvido pelétmdo dos rmimos
quadrados.

Se escolhermos as d@gcias de base como sendo as
fungbes wavelets teremos que os coeficientes k) ex-
pressos como:

+ Z Z (m)wj k

Jj=Jjo k=ko

- 5% oot
k=ko
19)
Substituindo na equag paray(n) e tomando os valos para
M amostras, podemos re-escrever na forma matricial o sis-

tema de equdies, na seguinte forma:
Y =HO+¢ (20)
A queshko agora se resume a determinar o véiajueé o

vetor com os coeficientes de wavelets que queremos deter-
minar:

0T = [oa” BT (21)



4.1 Como Selecionar os Neis de Multiresolugao?

Teoricamente, a expa#s em wavelets contem untimero

ol = [O‘;i?ko»o‘g‘i?kwl’ . aj(.i?kjof infinito de termos, associados a infinitodveis de
resolu@o. No entanto, na ftica, apenas umimero finito
ol el '70‘;3?’670: de fun@es de base3® necesaias para aproximar uma
' dada fun@o rao-linear. A escolha da base apropriédam
(M) (M) (M) ito i B
RN e Iy PR O‘jo,kjo] (22) passo muito importante na constiiogde um mapeamento

parsimonioso de uma fuég f do espaco de regreégspara

0 espaco de &da. Iremos erdo truncar o conjunto que
B =18],85 1., B]] (23)  forma a base de forma a incluir apenas as dasgescala de
uma dada resol@p inicial j, e as funfes wavelets com os
niveis de resoluo entrejg € J = j,q2, SENAQJ 0 nivel de
resolu@o final. AEm do mais, consideraremos apenas as

1 1 1) : . N ~
gl = [ﬁj(-yk)o, j(-,;goﬂ, e 7@(-,;3].01 fungdes cujo suporte se sobrepo@siamostras da fuig
@ @ @ - em quesio que sex aproximada. A resol@p maxima sea
Bjkor Bikor1r -+ By, - tal que ao menos uma amostra esteja dentro do suporte da
wavelet correspondente, ou seja, o suporte da wavelet de
: ﬁ(M) (M) (M)} (24) UG maxima. deves : ual @0 d
o 5 Bk Bkt Bk resolu@o maxima deved ser maior ou igual 2o jedo de
_ _ amostragem da fu@g/sinal a ser aproximada.
A matriz H & a matriz que depende dos valores atrasa- Vamos supor que tenhamdsamostras de um sistema
dos da shla e dos valores que assume as wavelets. de entrada e $da
1 A1) B(@1) - ) R
yi = flx)+e;, i=1,2,...,N (32)
1 A@2) B(2) ' v
H = : : : (25) ondexi = [wl’i,l‘g)i, - ,xd’i}T S [0, 1}‘1, f S LQ(]R)
1 A(N) B(N) pode ser definida a partir deg e y; usando para tanto uma

expanfio em multiplas resoldgs usando wavelets sujeito

a algumas restriies. Ser; € uniformemente distribuido no
hiper-cubol0, 1], enfio as leis estaticas do tipo log-log
oferecem um intervalo grosseiro para selecionar a escala
deresolugo mais altg, .. [2]

A(n) = [P(n) @ T'(n)] (26)

P(n) = [y(n—1),y(n—2),....y(n - M)]  (27)
i < 9d-jmaz < ﬂ (33)
InN — ~ InN
(1) = [bjo.ko (1), Do ko1 (s -+, Doy, ()] (28) A tarefa de escolher oivel inicial de resolugo pode
ser simplificada se os dados de entradd&storem normal-
izados ao intervalo uratio [0 1]. Neste caso a resobug
inicial j = 0 pode ser escolhida para todos submodelos. Se
B(n) = [Bj (n), Bf 41(n),...,Bj(n),]  (29)  os dados &o estiverem normalizadog,= {/ji, - ., juci)}
€ um multiindex que leva em conside@aco universo de
percurso de cada entrada &sa Inicialmente o amero de
resolu@eseé escolhido como sendg; = 1.

Se lidamos com wavelets e fuigs de escala com su-
porte compacto, com@o caso das wavelets de Daubechies
e das B-Splines, a po$ig de cada furiip da basé& de-

Aj(n) = [0jko(N)s Pjkor1(n), s 05k, (0)]  (31) terminada peldndice de transla@p k = {ki,...,kq4)}
Enio, apenas umimero finito de fun@es de base tar

Os parametros do vet@ipodem ser determinados uti- relevancia para uma estrutura em particular. Apenas a
lizando para tanto o étodo dos rmimos quadrados ou funcdo que possuir pontos de dados dentro do seu suporte
uma rotina de pred#&o de erro. O @mero poswel de pode& ser considerada como candidata para o modelo.
parametros no model@, no entanto, muito grande e por Neste caso,do H necessidade de resolver o problema de
isso, a escolha do modelo adequ&dde vital imporancia posicionamento dos centros das faes de base, que ést
nos problemas de identificag de sistemas. normalmente associa@s wavelets de base radiais.

Bj(n) = P(n)® Aj(n)  j =jo,jo+1,-..,J (30)
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