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Abstract. A identificaç̃ao paraḿetrica de sistemas variantes no tempo (TV) pode ser efetuada se cada coeficiente
TV puder ser expandido como um conjunto finito de uma sequência base. O problema se torna invariante no
tempo com relaç̃ao aos par̂ametros da expansão. O uso de uma base de funções waveletśe adequado devido a sua
flixibilidade em capturar as caracterı́sticas do sinal em diferentes escalas e instantes de tempo.

1 Introduç ão

Um modelo mateḿatico para sistemas dinamicos não pode
sempre ser inferido com base nos primeiros princı́pios. Para
sistemas complexos, em particular, a tentativa axiomática
de modelagem utilizando leis elementares para discrever
as equaç̃oes diferenciais que regem a dinamica do sistema
é uma aproximaç̃ao que se torna, em geral, impossı́vel de
ser seguida. Uma alternativa para esse problemaé determi-
nar o modelo para o sistema baseando-se apenas na relação
entrada/sáıda medida, o que chamamos de identificação de
sistemas.

A identificaç̃ao de sistemas variantes no tempo tem se
tornado importante no modelamento de sistemas caóticos.
Nasúltimas d́ecadas, a descoberta do caos tem impulsion-
ado os estudos de sistemas dissipativos. O modelamento
tem uma grande inflûencia na ańalise, entendimento e con-
trole dos sistemas caóticos. Um modelo para um sistema
cáotico, pode, por exemplo, fornecer uma quantidade ilim-
itada de dados, sendo assim possı́vel a computaç̃ao mais
precisa de invariantes dinâmicas tais como dimensões frac-
tais. Um modelo pode também ser utilizado para prever
mudançar estruturais na estabilidade do sistema, conheci-
das como bifurcaç̃oes.

Grande parte dos sinais encontrados em aplicações ñao
satisfazem o presuposto de estacionariedade, o que explica
o crescente interesse em processamento de sinais não esta-
cionários, incluindo a representação tempo-freq̈uência e a
ańalise espectral variante no tempo (TV).

Modelos variantes no tempo surgem naturalmente
na ańalise de diversos sinais da natureza, tais como,
sinais aćusticos da fala (devidòa constante mudança na
configuraç̃ao do trato voval), canais de comunicação (de-
vido às mudanças do meio de propagação, dos diversos
obst́aculos, etc), sinais sı́smicos da Terra, etc. Os sistemas
variantes no tempo aparecem em diversas aplicações de
identificaç̃ao de sistemas, tais como cancelamento de echo,
estimaç̃ao de tempo de atraso, controle e processamento de
arrays.

A abordagem mais popular ao problema de
identificaç̃ao de sistemas variantes no tempoé empre-
gar um algoritmo adaptativo e, assumindo que a variação
no tempoé lenta, ser capaz de rastrear a trajetória do
sistema. A popularidade dos algoritmos adaptativosé um
indicativo da import̂ancia da identificaç̃ao de sistemas
variantes no tempo. Apesar da sua ampla utilização, esses
algoritmos ñao s̃ao capazes de lidar com sistemas que
variam muito rapidamente. Se os coeficientes mudarem
muito ŕapidamente em relação ao tempo de convergência
do algoritmo, o algoritmo adaptativo não seŕa capaz de
rastrear a evoluç̃ao do sistema.

Para contornar esse problema, um modelamento mais
expĺıcito dos coeficienteśe necesśario. Uma tentativa
é impor uma estrutura probabilı́stica nas trajetórias dos
coeficientes e considerá-los como processos estocásticos.
Ent̃ao, os coeficientes são estimados com uma filtragem de
Kalman. No entanto, ñao fica claro nesta abordagem como
determinar o modelo apropriado para as trajetórias dos co-
eficientes e/ou como determinar os parâmetros.

Uma abordagem diferente, a qual nos focaremos,é ex-
pandir cada coeficiente variante no tempo em um conjunto
de seq̈uências de base. Se a evolução no tempo de cada coe-
ficiente puder ser bem aproximada pela combinação de pe-
quenos ńumeros de seq̈uências de bases, então, a tarefa de
identificaç̃aoé equivalentèa estimaç̃ao de par̂ametros nessa
expans̃ao. Esse problema de estimação de par̂ametros pode
ser resolvido pelo ḿetodo dos ḿınimos quadrados, por ex-
emplo.

Este ḿetodo possúı dois problemas quando aplicados
a sistemas variantes no tempo genéricos: uma classe de
funções de base precisa ser escolhida e então devemos sele-
cionar as mais significantes dentre essas funções. Diversas
classes foram propostas, mas não existe ainda nenhuma in-
dicativo ou regra para selecionar qual classe deve ser sele-
cionada. Para o problema de escolha das funções signif-
icantes dentro de uma classe, tem sido adotado simples-
mente truncar a expansão numa certa ordem.



Alguns trabalhos foram desenvolvidos buscando re-
sponde a essas duas questões. S̃ao propostas diferentes
bases de wavelets para melhor modelar as caracterı́sticas
locais e globais das trajetórias do sistema, são tamb́em da-
dos alguns guias para a escolha da baseótima para um dado
problema. A escolha das funções mais significantes da base
é feita atrav́es de um teste estatı́stico aplicando para tanto o
F-teste de Astr̈om.

2 Wavelets em Identificaç̃ao de Sistemas

As wavelets s̃ao funç̃oes que, dada um famı́lia destas, elas
formam uma baser ortonormal para o subespaçoL2(IR).
Uma propriedade interessante destas funçõesé que todas
elas possuem suporte compacto1 2 (são diferentes de zero
apenas em um intervalo finito) e satisfazem uma relação
de recorr̂encia em quée posśıvel, atrav́es de dilataç̃oes e
compress̃oes de uma funç̃ao chamada wavelet m̃ae, obter
vers̃oes dessa wavelet mãe em escalas diferentes e assim
obter uma faḿılia de wavelets que formará uma base para
o L2(IR). É devido a essas propriedades que as wavelets
são capazes de promover uma representação de um sinal
em diferentes escalas e instantes de tempo, podendo assim
estabelecer uma melhor análise das caracterı́sticas do sinal.

A representaç̃ao utilizando wavelets se mostrou ser
assint́oticamente pŕoxima doótimo no que diz respeito a
taxa de converĝencia quée igual a melhor taxa obtida us-
ando esquemas de aproximação ñao-lineares. Aĺem disso,
a boa localizaç̃ao tempo-freq̈uência das wavelets as tornam
candidatas ideais para implementar modelos com estruturas
adaptativas.

Dentre as diversas famı́lias de wavelets as B-Splines se
mostraram particularmente adequadas para o caso de iden-
tificação de sistemas. As Splines se sobrepoem as demais
wavelets no que tange a taxa de aproximação. Isto significa
que menos ńıveis de resoluç̃ao s̃ao necesśarios para aproxi-
mar uma funç̃ao com uma certa precisão. Como cada nı́vel
a mais de resolução acrescentado no processo de decom-
posiç̃ao dobra o esforço computacional necessário, é evi-
dente ent̃ao a raz̃ao da import̂ancia da escolha da famı́lia de
wavelets.

As B-Splines s̃ao funç̃oes que s̃ao polin̂omios por
partes (concatenação de polin̂omios). Elas podem ser
facilmente computadas para dados que não estejam
necesśariamente espaçados uniformente. As wavelets B-
Splines possuem suporte local e fornecem uma localização

1Uma funç̃ao tem suporte compacto se ela for zero fora de um conjunto
compacto. Uma funç̃ao com suporte compacto só é interessante em um
doḿınio limitado. Podemos também dizer que uma função é de suporte
compacto se o seu suporteé um conjunto compacto.

2Um conjuntoS é compacto se, para qualquer seqüência de elementos
X1, X2, . . . em S, uma subseqüência pode sempre ser extraı́da tendendo
no limite a um elementoX de S. Conjuntos compactos são fechados e
limitados, e essas condições os caracterizam em um espaço de dimensão
finita.

tempo freq̈uência quaséotima. O modelo da estrutura resul-
tanteé espacialmente adaptativo. Irregularidades locais de
uma dada funç̃ao podem ser aproximados através, mas eco-
nomicamente, utilizando apenas um pequeno número sig-
nificante de funç̃oes de base.

3 Wavelets

Waveletsé o nome dado a uma famı́lia de funç̃oes que s̃ao
geradas a partir de compressões e dilataç̃oes de uma funç̃ao
chamada wavelet m̃ae. A primeira mens̃ao às wavelets
apareceu em um trabalho de A. Haar em 1909 [1]. As
wavelets de Haar cairam no anonimato por vários anos, até
que em meiados da década de 30, foi resgatada por Paul
Levy que investigava o movimento Browniano e mostrou
que as funç̃oes da base de Haar são melhores do que as da
base de Fourier para estuadar os pequenos e complexos de-
talhes do movimento Browniano.

Por mais alguns anos as wavelets de Haar permanece-
ram como sendo aśunicas wavelets conhecidas. Até que
em 1985, estudando processamento digital de imagens,
Stephane Mallat deu um grande impulsoàs wavelets sendo
seguido por Yves Meyer que propos a primeira wavelet
não-trivial (suave). As wavelets de Meyer, ao contrário das
wavelets de Haar, são continuamente diferenciáveis, mas no
entanto ñao possuem suporte compacto. Poucos anos mais
tarde, Ingrid Daubechies inspirou-se nos trabalhos de Mal-
lat para para construir um conjunto de bases ortonormais de
wavelets suaves, com suportes compactos.

3.1 Definiç̃ao

Waveleté uma funç̃aoψ(x) ∈ L2(IR) que, a partir de uma
relaç̃ao de translaç̃ao e compressão, é capaz de gerar uma
faḿılia ortonormal de funç̃oes wavelets quée uma base para
o espaçoL2(IR). A relaç̃ao de translaç̃ao e dilataç̃ao é
definida como:

ψj,k(x) = 2−j/2ψ(2−jx− k) (1)

no qualj, k ∈ ZZ. Deve-se ressaltar que a constante de
dilataç̃ao pode ser qualquer número real, mas usualmeteé
adotado o2 por possibilitar maior adequação à implemen-
taç̃ao computacional dos algorı́tmos.

A cada funç̃ao wavelet temos a elas associadas a sua
respectiva funç̃ao escala. Como veremos posteriormente na
sess̃ao sobre Ańalise de Multiplas Resolusões (ARM), um
sinal originalmente em uma dada resolução pode ser pro-
gressivamente decomposto em versões de menor resolução,
sento ent̃ao projetado num subespaço gerado pelas funções
escala de menor resolução. Os detalhes, a informações
perdidas nesse processo de projeção (nessa diminuiç̃ao de
resoluç̃ao do sinal) podem ser obtidas pela projeção do
mesmo sinal original no subespaço gerado pelas funções
wavelets associadasàs funç̃oes escala de menor resolução.



Teremos ent̃ao a decomposição do sinal em duas parcelas:
uma parcela de baixa resolução e outra constituida pelos
detalhes perdidos nessa mudança de resolução.

Cada funç̃ao wavelet assim como cada função escala
associada pode ser totalmente caracterizada pelos seus co-
eficientes de filtros a elas associadas.Às funç̃oes escala
temos os coeficientes de filtrog e às wavelets os coefi-
cientesh. Assim como podemos determinar uma função a
partir da outra, podemos também determinar os coeficintes
de filtros de uma a partir da outra. Os coeficientes de fil-
tros possuem uma grande importancia, pois eles determinar
completamente as caracterı́sticas das funç̃oes, tanto que o
valor da funç̃ao em cada ponto do domı́nio pode ser deter-
minado conhecendo-se apenas os coeficientes de filtro.

3.2 Wavelet de Haar

A mais simples das funções waveletśe a wavelet de Haar.
A função de Haaŕe definida como:

ψ(x) =





1, sex ∈ [0, 1
2 )

−1, sex ∈ [ 12 , 1)
0, caso contŕario

(2)

Figura 1: Wavelet de Haar.

Dada a funç̃ao de Haar,é posśıvel mostrar que a
faḿılia gerada a partir de sua translação e dilataç̃ao é uma
base ortonormal deL2(IR).

A função de Haar possuı́ seu suporte restrito ao inter-
valo [0, 1), ou seja, estée o intervalo no qual a função é

não nula (supp(ψ) = [0, 1)). Além disso, a funç̃ao de Haar
possúı norma um.

‖ψ(x)‖2 = < ψ(x), ψ(x) >

=
∫ ∞

−∞
ψ2(x)dx

= 1 (3)

Dada uma funç̃ao obtida por translação e dilataç̃ao da
função de Haar:ψj,k(x) = 2−j/2ψ(2−jx− k), o supporte
destáe dado por:

supp(ψj,k(x)) = {x ∈ IR / 0 ≤ 2−jx− k < 1} (4)

ent̃ao,
supp(ψj,k) = [2jk, (k + 1)2j) (5)

e o comprimento do suporteé2j .

Figura 2: Wavelets de Haar obtidas por dilatações e
translaç̃oes.

Para demonstrar a ortogonalidade do conjunto das
funçõesψj,k, deve-se mostrar que dadas duas funçõesψj,k

quaiquer estas serão ortogonais. Para tanto, fixa-se um
j qualquer e prova-se a ortogonalidade nestas condições.
Em uma segunda etapa, demonstra-se a ortogonalidade para
diferentes valores dej. Feitas ambas etapas, estará provado
que para quaisquerj e k a faḿılia de funç̃oes geradáe or-
togonal. Para mostrar que essas funções s̃ao ortonormais,
basta agora mostras que quaisquer uma das funções possui
norma unit́aria.



3.3 B-Slines

As B-Splines representam um exemplo em particular de
uma base formada a partir de convoluções. As funç̃oes B-
Splines s̃ao definidas a partir den convoluç̃oes do pulso
ret̂angularβ0(.) queé a B-Spline de ordem zero.

β0(x) =





1, se|x| < 0.5
0.5, se|x| = 0.5
0, caso contŕario

(6)

As B-Slines de ordemn, βn(.), s̃ao definidas:

βn(x) =
β0(x) ∗ β0(x) ∗ · · · ∗ β0(x)︸ ︷︷ ︸

n vezes
(7)

Existe tamb́em uma expressão expĺıcita que pode ser
demostrada por indução:

βn(x) =
1
n!

n+1∑

k=0

Cn+1
k (−1)k(x +

n + 1
2

− k)n
+ (8)

onde Cn+1
k é o coeficiente binomial, e a função xn

+ é
definida por:

xn
+ =

{
xn, sex ≥ 0
0, caso contŕario

(9)

A B-Spline de ordem 3, por exemplo, possui a seguinte
express̃ao:

β3(x) =





(4− 6x2 + 3x3)/6, se1 > x ≤ 0
(2− |x|)3/6, se2 > x ≤ 1
0, caso contŕario

(10)

Os filtros correspondentes para esta B-Spline são:1/6,
2/3 e1/6.

As B-Splines possuem algumas propriedades interes-
santes que são listadas abaixo:

1. A derivada da B-Sline de ordemn em relaç̃ao ax pode
ser expressa como uma soma de B-Slines de ordem
n− 1 avaliadas em deslocamentos dex.

d

dx
βn(x) = βn−1(x + 0.5)− βn−1(x− 0.5)

2. A integral de um B-Spline de ordemn podeé igual a
soma infinita de B-Splines de ordemn + 1.

∫ x

−∞
βn(t)dt =

∞∑

k=0

(βn+1(x− 0.5− k))

3. A transformada de Fourier está relacionada a
convoluç̃ao de ordemn + 1 das B-Splines.

β̂n(ω) = (
sen(ω

2 )
ω
2

)n+1

4. As funç̃oes B-Splines possuem suporte compacto.

5. As B-Splines s̃ao as menores splines polinomiais.

6. βn(x) é um polin̂omio por partes de ordemn

βn(x) =
1
n!

n+1∑

k=0

((
n + 1
k

)(−1)k(x− k +
n + 1

2
)n)

ondexn
+ é conforme j́a definido acima.

3.4 Análise de MultiResoluç̃ao

Dadas funç̃oes wavelets bases para o espaçoL2(IR) temos
a decomposiç̃ao desse espaço em subespaços encaixantes
associados as diversas resoluções.

. . . V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vj ⊂ . . . (11)

Figura 3: Seq̈uência de Subespaços encaixantes (ARM).

Um subespaço de maior resolução Vj−1 pode ser
expresso como uma soma de um subespaço de menor
resoluç̃ao Vj com um subespaçoWj com os detalhes, as
informaç̃oes, que as quais se faz um salto de uma resolução
para a outra.

Vj−1 = Vj ⊕Wj (12)

Temos ent̃ao um particionamento deVj em uma
parcela de baixas e outra de altas freqüências,Vj−1 e Wj ,
respectivamente. O espaçoL2(IR) pode ser decomposto
nos subespaçosWj ’s da seguinte forma:

L2(IR) =
⊕

j∈ZZ

Wj (13)



Dada um funç̃ao f em subespaçoV , esta pode ser
aproximada com a precisão desejada pela sua projeçãofj =
Pjf no subespaçoVj . No caso limite temos:limj→∞ fj =
f . Como vimos acima, um subespaçoVj pode ser dividido
de forma est́avel em uma parcela de altas e outra de baixas
freqüências,Wj e Vj−1, respectivamente. Desta forma, a
projeç̃ao def em Vj pode ser escrita como a soma das
projeç̃oes nesses dois subespação que s̃ao partes e formam
Vj , Pjf = Pj−1f + Qjf , ondeQjf representa a projeção
def no subespaçoWj .

Cada um dos subespaçosVj ’s é gerado pelas funções
de escala de diferentes nı́veis de resoluç̃ao.É posśıvel ent̃ao
obtermos uma ańalise nas multiplas resoluções, fazendo
para tanto a projeção nos diversos subespaçosVj . Para ex-
istir a ańalise em multiplas resoluções (ARM)é necesśario
termos uma seq̈uência de subespaços fechados deL2(IR),
Vj ondej é um ńumero inteiro satisfazendòas seguintes
propriedades:

1. ∀j ∈ ZZ, Vj ⊂ V(j − 1)

2.
⋂+∞

j=−∞ Vj = {0}

3.
⋃+∞

j=−∞ Vj = L2(IR)

4. ∀f ∈ L2(IR), ∀j ∈ ZZ, f ∈ Vj ⇔ f(2j .) ∈ V0

5. ∀f ∈ L2(IR), ∀j ∈ ZZ, f ∈ Vj ⇔ f(.− n) ∈ Vj

6. Existe uma funç̃ao escalaφ ∈ V0 tal queφj,k(x) =
2−j/2φ(2−jx− k)

Uma vez dada uma análise de resoluç̃ao multipla, podemos
associar a ela uma wavelet:

ψ =
∑

n

(−1)n−1h−n−1φ−1,n (14)

As funç̃oes wavelets e as funções escalas formam
bases para os subespaçosWj e Vj . O conjunto{ψj,k}k∈ZZ

é uma base para o subespaçoWj . O conjunto{φj,k}k∈ZZ é
uma base paraVj . Desta forma, uma dada funçãof emV
pode ser expressa como uma expansão em wavelets:

f(x) =
∑

k

cl,kφl,k(x) +
∞∑

j=l+1

∑

k

dj,kψj,k(x) (15)

É interessante notar que o nı́vel de resoluç̃ao at́e qual ponto
seŕa feita a decomposição l é um par̂ametro que deve ser
escolhido.

4 Expans̃ao Wavelet de Sistemas Variantes no Tempo

Vamos tomar inicialmente um modelo de sistema mais sim-
ples, um modelo de tempo discreto de um processo auto-
regressivo com parâmetros variantes no tempo, TV-AR. Tal

processóe descrito pela seguinte equação:

y(n) =
p∑

k=1

a(n; k)y(n− k) + e(n) (16)

no caso acima temos um modelo TV-AR de ordemp onde
a(n; k) são os coeficientes variantes no tempo, que são jus-
tamente o objeto alvo do processo de identificação. Se o
modelo assim descreve um sistema fı́sico, ent̃ao é natural
considerarmos que seja um sistema causal e estável (́e im-
portante notar que isso não equivale a condição de termos
todos os polos dea(n; k) dentro do ćırculo de raio unit́ario
para todon).

Se cada um dos coeficientesa(n; k) for expresso como
uma combinaç̃ao linear de algumas seqüências de base
fl(n), l = 1, . . . , L temos:

a(n; k) =
L∑

l=1

ξkLfl(n) (17)

ondeξkL são coeficientes invariantes no tempo. Substi-
tuindo no problema inicial, temos:

y(n) =
p∑

k=1

(
L∑

l=1

ξkLfl(n))y(n− k) + e(n) (18)

Com essa mudança no problema transformamos-o num
outro problema onde não h́a mais nenhum parâmetro var-
iando com o tempo. Tomando a equação acima para
vários instantes de tempo, formamos um sistema linear de
equaç̃oes que pode ser resolvido pelo método dos ḿınimos
quadrados.

Se escolhermos as seqüências de base como sendo as
funções wavelets teremos que os coeficientesa(n; k) ex-
pressos como:

a(n; m) =
Kj0∑

k=k0

α
(m)
j0,kφj0,k(n) +

J∑

j=j0

Kj∑

k=k0

β
(m)
j,k ψj,k(n)

(19)
Substituindo na equação paray(n) e tomando os valos para
M amostras, podemos re-escrever na forma matricial o sis-
tema de equaç̃oes, na seguinte forma:

Y = HΘ + ξ (20)

A quest̃ao agora se resume a determinar o vetorΘ queé o
vetor com os coeficientes de wavelets que queremos deter-
minar:

ΘT = [θ0α
T βT ] (21)



αT = [α(1)
j0,k0

, α
(1)
j0,k0+1, . . . , α

(1)
j0,kj0

...

α
(2)
j0,k0

, α
(2)
j0,k0+1, . . . , α

(2)
j0,kj0

...

. . .
... α

(M)
j0,k0

, α
(M)
j0,k0+1, . . . , α

(M)
j0,kj0

] (22)

βT = [βT
j0 , β

T
j0+1, . . . , β

T
J ] (23)

βT
j = [β(1)

j,k0
, β

(1)
j,k0+1, . . . , β

(1)
j,kj0

...

β
(2)
j,k0

, β
(2)
j,k0+1, . . . , β

(2)
j,kj0

...

. . .
... β

(M)
j,k0

, β
(M)
j,k0+1, . . . , β

(M)
j,kj0

] (24)

A matrizH é a matriz que depende dos valores atrasa-
dos da sáıda e dos valores que assume as wavelets.

H =




1 A(1) B(1)
1 A(2) B(2)
...

...
...

1 A(N) B(N)


 (25)

A(n) = [P (n)⊗ Γ(n)] (26)

P (n) = [y(n− 1), y(n− 2), . . . , y(n−M)] (27)

Γ(n) = [φj0,k0(n), φj0,k0+1(n), . . . , φj0,kJ0
(n), ] (28)

B(n) = [BT
j0(n), BT

j0+1(n), . . . , BT
J (n), ] (29)

Bj(n) = P (n)⊗ Λj(n) j = j0, j0 + 1, . . . , J (30)

Λj(n) = [ϕj,k0(n), ϕj,k0+1(n), . . . , ϕj,kJ
(n)] (31)

Os parametros do vetorθ podem ser determinados uti-
lizando para tanto o ḿetodo dos ḿınimos quadrados ou
uma rotina de prediç̃ao de erro. O ńumero posśıvel de
par̂ametros no modelóe, no entanto, muito grande e por
isso, a escolha do modelo adequadoé de vital import̂ancia
nos problemas de identificação de sistemas.

4.1 Como Selecionar os Ńıveis de Multiresoluç̃ao?

Teoricamente, a expansão em wavelets contem um número
infinito de termos, associados a infinitos nı́veis de
resoluç̃ao. No entanto, na prática, apenas um número finito
de funç̃oes de base são necesśarias para aproximar uma
dada funç̃ao ñao-linear. A escolha da base apropriadaé um
passo muito importante na construção de um mapeamento
parsimonioso de uma funçãof do espaço de regressão para
o espaço de saı́da. Iremos então truncar o conjunto que
forma a base de forma a incluir apenas as funções escala de
uma dada resolução inicialj0 e as funç̃oes wavelets com os
ńıveis de resoluç̃ao entrej0 eJ = jmax, sendoJ o ńıvel de
resoluç̃ao final. Aĺem do mais, consideraremos apenas as
funções cujo suporte se sobrepoemàs amostras da função
em quest̃ao que seŕa aproximada. A resolução ḿaxima seŕa
tal que ao menos uma amostra esteja dentro do suporte da
wavelet correspondente, ou seja, o suporte da wavelet de
resoluç̃ao ḿaxima deveŕa ser maior ou igual ao perı́odo de
amostragem da função/sinal a ser aproximada.

Vamos supor que tenhamosN amostras de um sistema
de entrada e saı́da

yi = f(xi) + ei, i = 1, 2, . . . , N (32)

ondexi = [x1,i, x2,i, . . . , xd,i]T ∈ [0, 1]d, f ∈ L2(IR)
pode ser definida a partir dexi e yi usando para tanto uma
expans̃ao em multiplas resolusões usando wavelets sujeito
a algumas restriç̃oes. Sexi é uniformemente distribuido no
hiper-cubo[0, 1]d, ent̃ao as leis estatı́sticas do tipo log-log
oferecem um intervalo grosseiro para selecionar a escala
deresoluç̃ao mais altajmax [2]

N

lnN
≤ 2d.jmax ≤ 2N

lnN
(33)

A tarefa de escolher o nı́vel inicial de resoluç̃ao pode
ser simplificada se os dados de entrada/saı́da forem normal-
izados ao intervalo unitário [0 1]. Neste caso a resolução
inicial j = 0 pode ser escolhida para todos submodelos. Se
os dados ñao estiverem normalizados,j = {j1, . . . , jd(i)}
é um multiindex que leva em consideração o universo de
percurso de cada entrada e saı́da. Inicialmente o ńumero de
resoluç̃oesé escolhido como sendoNs = 1.

Se lidamos com wavelets e funções de escala com su-
porte compacto, comóe o caso das wavelets de Daubechies
e das B-Splines, a posição de cada funç̃ao da basée de-
terminada pelóındice de translaç̃ao k = {k1, . . . , kd(i)}.
Ent̃ao, apenas um número finito de funç̃oes de base terá
relev̂ancia para uma estrutura em particular. Apenas a
função que possuir pontos de dados dentro do seu suporte
podeŕa ser considerada como candidata para o modelo.
Neste caso, ñao h́a necessidade de resolver o problema de
posicionamento dos centros das funções de base, que está
normalmente associadoàs wavelets de base radiais.
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