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“To see a world in a grain of sand

and heaven in a wild flower

Hold infinity in the palms of your hand
and eternity in an hour”

(William Blake)

1 Introducao

“Nos 1ltimos anos, alguns de matematicos acostumados a abstracao
da pesquisa pura tém sujado suas maos — com entusiasmo — em
uma surpreendente gama de projetos praticos. O que essas tarefas
dispares possuem em comum é uma nova linguagem matematica, o
seu alfabeto consistindo-se de ondulagoes chamadas wavelets, apro-
priadamente estiradas, comprimidas ou deslocadas.

Uma variedade de informagoes — sua voz, sua impressao digital, uma
fotografia, uma raio-x pedido pelo médico, sinais de radio do espago
sideral, ondas sismicas — podem ser traduzidas nesta nova lingua-
gem, que emergiu independentemente em diversas areas; na ver-
dade, apenas recentemente foram entendidas como uma mesma lin-
guagem. Em varios casos, essa transformacao em wavelets torna-o
mais facil de ser transmitido, comprimido e analisado ou de se ex-
trair informacgoes apesar do ‘ruido’ envolvente — e até mesmo a fazer
calculos mais rapidos.”

(Prologue - The World According to Wavelets, Barbara Burke Hub-
bard)

Como veremos aqui, as fungdes wavelets surgem como uma nova forma de
ver o mundo, onde as representacoes sao feitas em diferentes escalas e pode-
se escolher a relagao de compromisso desejada entre a resolugao temporal e em
freqiéncia. Com a transformada wavelet podemos escolher dentre varias formas
de representacao no dominio tempo-freqiiéncia. Os diferentes niveis de detalhes
em cada representacao constituem informagcoes contidas em diferentes bandas
de freqiiéncias, de forma que a analise em resolugoes multiplas é uma forma
de seccionar o espago em diversas faixas de freqiiéncias nao sobrepostas. E



possivel assim segregar informacgoes de diferentes faixas espectrais. Todas essas
propriedades da andlise wavelet nascem naturalemente decorrente da relagao de
escala que satisfazem.

Uma contribuicao das wavelets, como disse Farge, é que elas “forcam as
pessoas a pensarem sobre o que realmente é a transformada de Fourier, forgam-
nos a pensar que quando escolhemos um tipo de andlise estamos na verdade
misturando o sinal e as funcoes utilizadas na analise. Geralmente, quando se
usa a mesma técnica por varias geragoes cientificas, tornamo-nos cégos a elas.
Uma nova ferramenta como as wavelets forgam-nos a reconsiderar o problema
desde o seu principio.”

As wavelets sao um produto da colaboracao de varias areas, desde a ma-
tematica e fisica puras, até engenharia e processamento de sinais. Varias pes-
quisas independentes nessas areas buscavam objetivos semelhantes, mas utili-
zavam abordagens diferentes. Buscavam novas formas de representar sinais no
dominio tempo-freqiiéncia. As diversas linhas de pesquisa convergiram para um
ponto no final da década de 80, sendo entao formalizada a teoria de wavelets.
A unificacao de todos os pensamentos tornou-se um fator primordial para a
subseqiiénte popularidade das wavelets, impulsionando assim novas pesquisas
na area.

A teoria é muito extensa, nao sendo possivel em um unico texto fornecer
todas as informacgoes. Diversos livros existem sobre wavelets e sua aplicacoes,
e muito mais ainda textos de conferéncias e jornais. A maioria dos textos é
dedicada a um publico que ja possua algum conhecimento sobre o assunto e
mesmo os textos introdutdrios assumem uma maturidade e dedicacao do leito.

Wavelets sao tteis em diversas aplicagdes, como andlise e reconstrucao de
sons (18), e levou ao desenvolvido de um novo algoritmo, com vérias carac-
teristicas atrativas, de decomposigéo da informacao do sinal visual (20). Andlise
de sinais sismicos, sinais biomédicos, modelagem geométrica, reconhecimento
e sintese de fala, reducao de ruido e compressao, sao apenas algumas das
aplicagoes para as wavelets.

2 Definicao

As fungoes wavelets (1) fornecem uma base para o espago vetorial das fungoes
cujo quadrado é integravel (L2(R))!. Tais fungdes devem satisfazer uma relacio
de translagao e escala dada por
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1Um espago L? é um conjunto de fungdes cujo quadrado é integravel em um espago de
medida X. Juntamente com o produto interno definido em L? em relagio a uma medida p,

) (1)

(frg) = /X Fady .

o0 espaco L? forma um espaco de Hibert.



onde a fungao 1 é dilatada por um fator s e transladada de u. Além disso, as
fungoes wavelets devem possuir momento de ordem zero nulo

/oo G(t)dt =0 . (2)

Note que o fator de normalizacio |s|2 é escolhido de forma que ||[¢s.| = |||
para todo s e u. Iremos entao assumir |[¢]| = 1. A funcdo ¢ é chamada “wavelet
mae”, pois é a partir dela que é gerada uma familia de wavelets, através da
transformacgao dada na equagao (1).

As funcdes wavelets possuem suporte compacto?, ou decaem exponencial-
mente a zero quando t — +oo. Isto significa que as wavelets sdo funcoes que
possuem uma boa localizacdo no tempo, contribuem localmente na analise de
fungoes, ao contrario do que ocorre nas fungoes de base da analise de Fourier
(seno e cosseno), que sao nao nulas em todo intervalo de definigao, e por tanto
contribuem globalmente.

Queremos que a familia de funcoes {15 ,, } forme um sistema ortonormal com-
pleto para o subespaco L?(R), isto significa que uma fun¢io qualquer f € L*(R)
pode ser representada em termos das fungdes 15 ,,. Dependendo da aplicagao,
podemos escolher diferentes familias de wavelets. Podemos, por exemplo, esco-
lher pardmetros s e u que variem continuamente em R* X R, onde R* = R\{0}.
A funcdo f pode entdo ser representada por W f

Wt = W) = [ 100 ®
c ) - S,U» - - \/g s
correlacionando f com o atomo wavelet W, f.
Se 1) satisfizer a seguinte condigao
[l ) e < oo (4)

onde {/1\ é a transformada de Fourier de 1,

~

1 Jwt
Iw) = <= / Bty | (5)

W, é entao uma isometria® de L?(R) em L?(R* x R). O mapeamento W.. é cha-
mado “transformada continua de wavelet” (12), (13), (14). Nesta formulagao, a
transformada continua de wavelet é semelhante a “representagao de estado coe-
rente afim” da mecénica quantica (2), (24). A equagao (4) é chamada condigao

20 suporte da funcdo, intervalo em que esta assume valores diferentes de zero, é um
conjunto compacto. Um subconjunto S de um espaco topolégicoX serd compacto quando
qualquer recobrimento aberto de S admite um subrecobrimento finito de S. Um suporte
compacto nos interessa apenas quando o dominio for limitado.

3lsometria é um mapeamento bijetivo entre dois espagos métricos que preserva as
distancias. Seja T' o mapeamento e d(.,.) a fungao de distancia, entdo d(T'(f),T(g)) = d(f,9)-
Isometrias sao as vezes chamadas de Transformagoes Congruentes.



de admissibilidade. Uma primeira vista sobre esta revela que 1 deve ser tal que
¥(0) = 0, ou, equivalentemente, [ (t)dt =0 (1) possui momento de ordem zero
nulo). Por razoes priticas, podemos considerar que 1 decai suficientemente por
tanto, a condi¢do (4) torna-se equivalente a escolher 1 com momento de ordem
zero nulo (2).

Para outras aplicagoes, incluindo andlise de sinais, gostarfamos de restringir
os valores dos parametros s e v em (1) a um subconjunto discreto. Podemos
entdo fixar o passo de dilatacdo sy > 1, e o passo de translagdo ug # 0. A
familia de wavelets fica entdo, para j, k € Z,

Gin(t) = 5572557t — kug) (6)

o que corresponde a escolher s = sg eu= kuosg, 0 que mostra que o parametro
de translacao w depende do parametro de dilatacao s. Para valores grandes
de j, o fator de dilatacdo é grande e conseqlientemente a fungao ;. torna-se
bastante espalhada e o passo de translacao torna-se subseqlientemente menor
(ups)), adaptando-se ao novo tamanho da funcao dilatada. Para valores de
J negativos ocorre o oposto, a fungao 1 fica bem concentrada e o passo de
translacao torna-se menor.

A transformada de wavelet discreta (W) estd associada a wavelet discreta
em (6). Ela mapeia uma fun¢ao f em uma seqiiéncia indexada em Z2,

Waf)si = s £ =557/ [ 100" (557t = buo)a g

Se yfor admissivel (satisfizer uma condicao semelhante & condigao (4), ja que
agora estamos tratando do caso discreto), e ¢ possuir um decaimento suficiente,
entdo Wy é um mapeamento de L?(R) em [?(Z). Em geral, W, ndo possui uma
inversa limitada em todo dominio, mas se tiver, isto é, se para algum A > 0,
B < 0,

ANFIP < D Wi, £IP < BIFIP (®)

JkEZ
para todo f € L?*(R), entdo o conjunto {¢;;j,k € Z} é chamado de frame.
Nesta situagao é possivel construir algoritmos numéricos estdveis para recons-
truir f a partir de seus coeficientes wavelet (¢; x, f). Em particular,

2
=15 jzkwj,k, Nvie+R (9)
onde o resto R é tal que
B
IR < 05 ~1)fl. (10)

Para frames em que A = B, chamados fraimes estreitos, um resto R = 0. Para
valores de A e B tais que B/A estd préximo de 1, o termo de erro podera ser
omitido, este é o caso de decomposigao e reconstrugao de sinais musicais e outros
sons, como feito por A. Grossmann, R. Kronland e J. Morlet (18).



Se os ;1 sao normalizados (||, k]| = 1), a redundéncia é medida pelos
limites do frame A e B. Quando os vetores do frame forem linearmente in-
dependentes teremos A < 1 < B. Neste caso o erro sé serd nulo quando a
igualdade for valida, ou seja, quando os vetores do frame forem ortonormais.

3 Medida Tempo-Freqiiéncia

Dado um sinal f(¢) (vamos considerar ¢ uma varidvel continua), em vdrias
aplicacOes, estamos interessados no seu conteido em freqiiéncia e, ainda mais,
na sua localizacao no tempo. Isso é similar a uma representacao musical, em
que as notas definem freqiiéncias diferentes, estao localizadas em instantes de
tempos diferentes e possuem duragoes diferentes. A transformada padréo, a de
Fourier,

1 —jwt
(FHw) = o= / F(tye-itdt | (1)

d4 uma representacao em freqiiéncia de f, mas a informacao contendo a loca-
lizagao no tempo nao pode ser vista nesta forma. Podemos obter uma localizagao
temporal janelando o sinal f, de forma a obter apenas uma fatia bem localizada
do sinal f, e posteriormente aplicando a transformada de Fourier

(T%n f) (w, 1) = / F(Dg(t — r)e—tdr (12)

Esta é a transformada de Fourier com janela, a forma mais tradicional de anélise
tempo-freqiiéncia. A forma mais usual deste tipo de andlise é versao discreta
desta, aquela na qual os parametros 7 e w sao regularmente espagados da forma:
T = nTy e w = mwy, onde m e n pertencem a Z, e wy, 79 > 0 sao fixos. A equagao
(12) fica entdo na forma

(Tt ) (w, t) = /f(t)g(t —nTo)e IMtdt (13)

Para valores de n fixos, Tﬁ,’f( f) corresponde aos coeficientes de Fourier de
f(-)g(- = n7o). Se g possuir suporte compacto, entdo, uma escolha apropriada
de wy garante que os coeficientes de Fourier T’ “;lm( f) sao suficientes para carac-
terizar e, se necessério, reconstruir f(-)g(- — n7g). Mudancas em n acarretam
deslocamentos de 7y na fatia de f que se estd considerando, é possivel entao
reconstruir toda o sinal f a partir de T2 (f).

As transformadas wavelet descritas nas equagoes (3) e (7) (continua e dis-
creta) fornecem uma representacao tempo-freqiiéncia similar aquela fornecida
pelas equagoes (12) e (13), respectivamente. Note que, em ambos os casos, re-
presentados nas equagoes (3) e (12), toma-se o produto interno entre f e uma
familia de funcoes, 15, (t) = ﬁw(t_”) em (3) e gu.-(t) = g(t — 7)e“! em (12).

S

A transformada de Fourier, como definida na equagao (5), correlaciona f com
s - Utilizando o teorema de Parseval (veja appendice (A)) podemos escrever



a integral no tempo como uma integral na freqiiéncia.

+oo 1 +oo R

Wefsw) = [ @i 0dt =5 [ Foii e o)
— 00 T J -

Assim como a transformada de Fourier janelada, a transformada wavelet é ca-

paz de medir as variagoes no dominio do tempo-freqiiéncia dos componentes

espectrais de um sinal, mas a resolucao tempo-freqiiéncia ¢ diferente.

Os coeficientes wavelet W, f(s,u) dependem nao apenas de f e f(w), mas da
regiao tempo-freqiiéncia em que a energia da fungao s ,, € JS,H esta concentrada.
As wavelets em que u estiver préximo de ¢ terdo uma maior contribuicao em t.

A diferenca entre a transformada wavelet e a transformada de Fourier com
janela reside da forma das fungdes de andlise g, , € ¥s,. As funcoes g, -
consistem em envelopes deslocados no tempo de 7 e “preenchidos” por oscilagoes
de altas freqiiéncias. Todos os envelopes descritos por g, , possuem a mesma
largura. Em contraposicao, as wavelets 15 , possuem uma largura adaptével as
freqiiéncias constituintes. Quando é constituidas por altas freqiiéncias, a wavelet
é bem estreita, ja para baixas freqiiéncias a wavelet serd larga. Desta forma, a
transformada wavelet é superior a transformada de Fourier com janelas quando
estamos interessados em analisar fenomenos de curta duracao, tais como sinais
transientes ou singularidades em fungoes.

A transformada de Fourier de %5 ,, que no tempo estd deslocada de u e
dilatada de s, pode ser expressa em funcao da transformada de :

Dsu(w) = eI /5ih(sw) (15)

Podemos verificar pela equacao acima, que uma translagao no tempo de uma wa-
velet implica apenas na mudanga de sua fase. J4 uma compressao ou dilatagao
no dominio do tempo, implica em uma dilatacdo ou compressdo (respectiva-
mente), por um mesmo fator, no dominio da freqiiéncia.

O principio da incerteza de Heisenberg estabelece que um par de varidveis
observaveis nao pode ser determinado com qualquer precisao desejada para am-
bas as varidaveis. Existe um limite para o qual aumentar a precisao em uma
variavel implica em diminuir a precisao na outra. Este limite é estabelecido
pela seguinte relacao entre as varidncias das variaveis

oo > = (16)

4

Esta relacao esta diretamente ligada a proporcionalidade inversa entre dilatagoes
no tempo e na freqiiéncia. As varidncias no tempo e freqiiéncia definem caixas
no plano tempo-freqiiéncia, chamadas caixas de Heisenberg (veja figura 1). E
possivel mostrar que o limite de 1/4 serd obtido para as fungbes gaussianas,
ou seja, a melhor relacao de precisao entre o par de varidveis se dd quando
escolhemos uma fungéo gaussiana (veja o apéndice ?? para mais informagoes
sobre o principio de incerteza de Heisenberg).

Se desejamos analisar como a informagao de uma fungao qualquer f esta re-
presentada no plano tempo-freqiiéncia (¢,w) quando representada através de um



Figura 1: Caixas Tempo-Freqiiéncia.

atomo ¢., (f, ¢y) devemos olhar para as caixas de Heisenberg, sendo que a lo-
calizagao e o tamanho de tais caixas dependem exclusivamente do espalhamento
e disposicao do 4tomo ¢, no plano tempo-freqiiéncia. Como

+oo
1% = / 16, (1) 2dt = 1, (17)

onde podemos interpretar |¢-(t)|* como uma densidade de probabilidade cen-
trada em

+oo
w=[ o 0P (18)
O espalhamento de ¢, em torno de u., é medida pela varidncia
+oo
)= [ =)l (0 (19)

Pela identidade de Plancherel (460) (veja apendice A) podemos concluir que
fjof |+ (w)|?dw = 27|} ||?. Desta forma, a freqiiéncia central de ¢, é definida
por

L[t~
&= 5r [ wlbfdo, (20)
e o espalhamento em torno de &, é dado por
2 1 e 217 2
o) =g [ =) P, (21)

A caixa de Heisember centrada em (u.,&,) e com largura de o7(7) ao longo
do eixo do tempo e 0% (7y) ao longo do eixo das freqiiéncias representa a resolugio
tempo-freqiiéncia do dtomo ¢.,.



Considerando a transformada de Fourier, o dtomo de Gabor é da seguinte
forma

Oy () = geu(t) = e*g(t — u), (22)

uma fungao ¢ transladada de u e modulada pela freqiiéncia ¢ (translacdo na
freqiiéncia). Podemos verificar que o espalhamento em torno de u e £ sdo ambos
independentes de u e £, e por tanto, o tamanho da caixa de Heisenberg para o
atomo de Gabor independe de sua localizagao no plano tempo-freqiiéncia.

+oo “+o0
o? = / (t— )l (1) 2dt = / 2lg(b)|dt. (23)

— 00

A transformada de Fourier de g, ¢ é dada por

Jug(W) = Glow — eI, (24)

A transformada de Fourier é também uma funcdo simétrica e real. g, estd
transladada em freqiiéncia de £. O espalhamento em torno de £ é

2 1 e 2 1 e 2
=— — )25 =— g . 2
=g [Pl = o [ Wtas @)

Mostramos assim que tanto o7, quanto o2 sao idependentes de u e &. Desta

forma, para qualquer u e &, gy¢ corresponde a uma caixa de Heisenberg de
area oy0,, e centrada em (u,&). O tamanho da caixa é idenpendete de (u,§&),
o que significa que a transformada de Fourier janelada (12), possui a mesma
resolugao no plano tempo-freqiiéncia, as caixas de Heisenberg possuem tamanho
constante, uma vez que o tamanho da largura da janela é fixo. Isso implica
em uma precisao pré-determinada para o par tempo-freqiiéncia, ditada pelo
tamanho da janela escolhido. Além disso a precisao serd a mesma em todos os
instantes de tempo e em todas as freqiiéncias.

Ja as fungoes wavelets devido as dilatagoes geram caixas de Heisenberg de
tamanhos varidveis. Diferentes escalas possuirao diferentes relacoes de precisao
entre tempo e freqiiéncia. Veja as figuras 2 e 3.

Podemos mostrar que a cochela humana realiza uma analise bem semelhante
a andlise wavelet. Os sons incidentes sao transmitidos do ouvido externo, através
do meato acustico, passando pelo timpano e em seguida pela cadeia de ossicu-
los, que constituem o ouvido médio. A vibragao mecanica é transmitida para o
interior da cochlea através do contato do estribo com a janela oval. As ondas
de pressao propagam-se agora no meio liquido, o interior da cochlea. Imerso
nesse meio encontra-se a membrana basilar, esta possui uma rigidez e largura
que variam ao longo do comprimento da cochlea, sendo mais rigida e mais es-
treita na base, proximo a janela oval, e menos rigida e mais larga no apice,
extremidade oposta & janela oval. Se imaginarmos a cochlea estirada, pode-
mos introduzir uma coordenada y ao longo de seu seguimento, ou seja, y serd
uma coordenada que fornecerd a distancia de um certo ponto na membrana
basilar até a janela oval. Experimentos e simula¢oes numéricas () mostram
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Figura 2: Caixas de Heisenber para Figura 3: Caixas de Heisenber para
a transformada Fourier com janela. 4 transformada wavelet.

que a resposta na membrana basilar a uma excitacao, que seja uma onda de
pressdo de uma tnica freqiiéncia, f.,(t) = e/“!, possui a mesma freqiiéncia no
tempo, mas também um envelope em y, F,(t,y) = e/“!¢,(y). Sabemos que
para freqiiéncias w acima de 500H z podemos dizer que a freqiiéncia varia loga-
ritmicamente em relagao a distancia da janela oval, ou seja, a dependéncia de
0w (y) em relagdo a w corresponde a deslocamentos por fatores do tipo logw. Isso
quer dizer que ¢, (y) é bem préximo de ¢(y — logw). Para um excitagdo qual-
quer f, f(t) = \/é J f( ]? e/¥tdw, que pode ser visto como uma sobreposicio
das respostas elementares, onde os vetores de entrada sao fungoes senoidais,
e/t e a ponderacio para cada freqiiéncia é dada por f ( ). Segue entao que
a resposta a esta excitagdo qualquer, F(t,y), serd dada pela sobreposigido das
respostas elementares, ou seja, os vetores de entrada agora serdo F,(t,y) e cada
freqliéncia serd ponderada por ]?(w),

Fityy) = % / F(@) Fu(t, y)dw (26)
1 Jwt N
- = / € () Flw) o (27)

1 . —~
= — [ ¥¢(y — logw) f(w)dw 28
= [ oty —tog) [(w) (28)
Fazendo a seguinte substituicao "z,/b\(e"”) = /2my/|a|é(z), teremos

~

F(t, eI@tih (e Vo9 f(w)dw 29
(ty) = o \/|7 (e )f(w) (29)
e posteriormente, y = loga, obtendo
1 PN —~
F(t,loga) = eI @t (e o909y () dw 30
(tloga) = 7 / o )fw) (30)




Utilizando as seguintes propriedades da transformada de Fourier

Fften)} = 5 F) (3)
F{(t—t0)} = flw)e® (33)

juntamente com o teorema de Parseval (459), teremos:

Fitloga) = Vlal [ f€)ba(t’ + )d (39

Substituindo agora F'(¢,loga) por G(a,t),

Glat) = V/]al / FEYelalt + 1))de (35)

Escolhendo @ = 1/s, t = —u e como é necessério que a > 0,

t—u

Gls.w) = = [ fou="ar (36)

o que ¢ exatamente a transformada wavelet conforme definido em (3). Note que
o parametro de dilatagao surge como conseqiiéncia do deslocamento logaritmico
em freqiiéncia de ¢,,, que surge naturalmente na representagao tonotdpica na
cochlea. A semelhanga entre a andlise realizada pela cochlea e a transformada
wavelet sugere que tal método é capaz de representar com maior fidelidade o
processo auditivo, e assim seria possivel extrair informacoes do sinal acistico o
mais préximas possivel das que sao extraidas pelo aparelho auditivo.

4 Bases Ortonormais de Wavelets: a wavelet de
Haar e analise em resolucoes multiplas

Vamos aqui fazer a seguinte restricdo: escolheremos so = 2 e up = 1 em (6),
ficando na forma

Wik(t) =2792p(277t — k) (37)

Existe entdao 1 com boa localizagdo tempo-freqiiéncia, tal que a familia de
fungoes {11} constitui uma base ortonormal para L*(R). O exemplo mais
antigo (1910) para a funcao ¢ é a funcao de Haar,

1 0<t<jy
Pty =< -1 i<t<1 (38)
0 caso contrario.

Embora a wavelet de Haar nao possua uma boa localizagao tempo-freqiiéncia
(pois a transformada de Fourier 1(w) decai da forma |w|~! para w — o) a
utilizaremos como ilustragao por possuir uma forma fechada simples e, desta
forma, poderemos construir demonstracoes de forma simples.

10



Vamos inicialmente ilustrar o efeito da translacao e dilatagao na fungao de
Haar (veja as figuras 4, 5 e 6). O suporte de 1, é [27k,27(k + 1)[, segue
entao, que wavelets de Haar na mesma escala nao se sobrepoem, desta forma,
(Vi Vi) = Ok w. Fixada a escala j, as wavelets de Haar serdo ortogonais,
pois seus suportes nao sao coincidentes. Para escalas diferentes, é possivel obter
wavelets com suportes que se sobrepoem. E facil mostrar que para j < j', o
suporte de v; ;, estd completamente dentro de uma regiao onde 1/ ;, é constante
(veja as figuras 4 e 6). Neste caso, o produto interno entre as duas wavelets serd
proporcional & integral de v, que é zero. Desta forma mostramos que wavelets
em escalas diferentes sdo ortogonais, mesmo nos casos em que os suportes das
fungoes se sobrepoem.

A
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Figura 4: Wavelet de Haar.

Vamos agora pensar em como uma fungao arbitraria pode ser representada
em termos das wavelets de Haar. Uma primeira observagao que devemos fazer
é que detalhes que sejam menores que metade do suporte da funcao de Haar
nao podem ser “enxergados” por essas fungoes. Detalhes com tamanho muito
menor que 277 praticamente ndo sdo “enxergados” por uma wavelet de Haar
numa escala inferior a j — 1, da mesma forma, detalhes muito maiores que 277
também nao serdo enxergados por wavelets de Haar de escala superior a j+1. As
informacoes passiveis de serem representadas por wavelets em uma dada escala
constituem uma faixa, de forma que podemos imaginar escalas subseqlientes
como faixas adjacentes, compreendendo detalhes de diferentes tamanhos.

Se tomarmos uma fungao f em L?(R), poderemos representd-la com a pre-
cisao desejada por uma fungao constante por partes em intervalos da forma
[1277, (14 1)277], bastando para tanto tomar j tao grande quanto se queira. Va-
mos restringir entao a fungao f de forma que esta tenha seu suporte no intervalo
[—271,271] e seja constante por partes em intervalos [[2770, (I+1)2770[. Chama-
remos entdo a funcdo f como definida anteriormente de f° e o seu valor em cada
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Figura 5: Wavelet de Haar - translacao.

Figura 6: Wavelet de Haar - dilatacao.
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intervalo em que ela ¢ constante de f{. Podemos agora decompor fY em duas
partes fO = f'46', no qual f! é uma aproximacao de f° constante por partes em
intervalos duas vezes maiores que o anterior, [k2770F1 (k+1)2770F1[. Os valores
constantes de f!, no intervalo citado anteriormente, sdo dados por f,% O valor
de f} é dado pela média dos valores correspondentes em f0, fl = %(fgk—i—fgkﬂ).
A funcao §' é constante por partes em intervalos de mesmo tamanho que os de
f°, e os valores assumidos sdo dados por

511 :flo_fli (39)
511+1 = flo+1 - f/i : (40)
Como [ = 2k, teremos
O3 = fon — [ (41)
52k+1 = f2k+1 —fi - (42)

Usando agora que f} = %(fl + fH_l), teremos
1
O3k = for — fi = §(f§k_fgk+1> (43)

55k+1 = fgk+1 flc (f2k+1 fgk) = _6%Ic (44)

A funcdo §' é uma combinacao linear de funcoes de Haar transladadas

9J1+J0—1

5= Z Sy (27 — 1) . (45)

I=—271tJo—141

Podemos entao escrever f na seguinte forma

F== 48" =14 cjnib—Jo+1,1. (46)
!

O processo de decomposicao apresentado acima pode ser aplicado sucessiva-
mente, de forma que f! poderd ser escrito como f' = f2 + 62, onde f? ainda
possui suporte em [—271,271] e é constantes por partes em intervalos da forma
[k2= 02 (k4 1)27Jo+2],

=4t = f2+Zc Jot 2l o2, (47)

Continuamo o processo, até que por fim teremos

f fJ0+M + Z Z Cm, l¢m l (48)

m=—Jo+1

onde f/0tM & constante por partes em intervalos [k2~70FM (k 4 1)2-Jo+M[
Para mostrar que a aproximacao de f converge para f no limite é necessario
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que o processo de decomposi¢ao continue expandindo os horizontes para fora do
intervalo [—271, 27/1].

J1+K

f= ot e NN e it (49)

m=—Jo+1 1

onde o suporte de flotitK ¢ [ 271+K 9/i+K] o 5 funcdo assume dois dife-
rentes valores 2~ K f/ot 7t e 2K f7o1 yog intervalos [0, 271K e [—271HK 0,
respectivamente.

Jo+J1+K —K pJo+J Jo+J1+K —K pJo+J
f o+J1+ |[072J1+K[ =92 f00+ 1 e f o+J1+ |[72J1+K’0[ —9 f,01+ 1 (50)

Segue entao que

Ji+K
1S = Z Zcm,lwm,l”%? = ||fJ°+J1+K... ||2L2 (51)
m=—Jo+1 I
9K/29 /2| fJo |2 4 | o1 |2]1/2 (59)

pode ser feito arbitrariamente pequeno, bastando para tanto escolher K grande
o suficiente. Mostramos entao que f pode ser aproximado, com a precisdao
desejada, por uma combinacao de wavelets de Haar.

O processo de decomposigao mostrado acima pode ser visto como uma forma
de se obter representagoes cada vez mais grosseiras (f1, fa, f3, - ..) da fungao ori-
ginal f, sendo as informagoes (detalhes) perdidos a cada passo armazenadas em
forma de wavelets (1, 2, J3, ...). O que construirmos aqui, de forma intuitiva,
foi uma andlise em resolugoes multiplas, em que cada passo da decomposi¢ao
é, na verdade, uma projecao feita sobre um subespago de menor resolugao, de
forma que a seqliéncia de subespagos formada serd uma seqliéncia encaixante.
Além disso, as funcoes de base de um subespaco podem ser obtidas através de
uma mudanga de escala sobre as func¢oes de base de outro subespago. Veremos
mais sobre a andlise em resolucoes multiplas na sessao 5.

5 Analise em Resolucgoes Muiltiplas

Um sinal pode ser visto como uma componente suave acrescido de flutuagoes,
detalhes. A distincao entre o que é suave e o que sao detalhes é feita de acordo
com o nivel de resolucao empregado, isto é, uma escala a partir das quais os
detalhes nao podem mais ser distinguidos. Uma anélise em resolugoes multiplas
(ARM) é uma forma de representar uma fungio em diferentes resolugoes. Tais
representagoes sao feitas na forma de projegoes ortogonais sobre subespacos
V; € L*(R) de resolugao 277. A projegao ortogonal de uma funcio f é a fungio
f7 € V; que minimiza | f — f7||. Para uma fungao f € L?(R), a diferengas entre
as aproximacoes f7 e f7+1 nas resolucoes 277 e 2=+ respectivamente, é dada
pela soma parcial das wavelets Z+°° (fs¥)n)¥jn, como visto anteriormente

n=—oo

(sessao 4), o que nada mais é do que a projecao de f sobre o subespago W;.
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Os subespacos V; formam uma seqiiéncia encaixante tal que V;; C V; e ainda
Vi = Vit1 ® Wj41, onde os subespagos Wji ;1 contém a informacao perdida
ao se passar de um subespago V; para um subespago Vji1 (ao se diminuir a
resolugdo por um fator de 2). Chamaremos de func¢oes wavelets as fungoes de
base para os subespagos W;, e de fungoes escala aquelas que formam a base
para os subespacos Vj.

Dizemos que temos uma ARM quando as seguintes propriedades sdo satis-
feitas para uma seqiiéncia de subespagos {V;};cz fechados de L*(R)

VjEZ, ‘/j+1C‘/j7 (53)
V(. k) €Z®, feVie f(—2k)eV;, (54)
VieZ, feVie f(2) eV, (55)
Jim Vi= () V; = {0}, (56)
JEZ

lim V; =] V;=L*R), (57)

J——00 .

JEZ

J¢p € V tal que ¢o i (t) = ¢(t — k) constitui uma base ortonormal para Vp. (58)

A equagao (53) é a propriedade de causalidade na ARM, ela implica que toda
a informacao em um nivel de resolucdo 277! esta contida na resolucdo 277, e
portanto, apenas a versao de mais alta resolucao é necessario para se obter uma
representacao mais grosseira do sinal original. (54) garante que os subespacos V;
sejam invariantes por translagoes miltiplas de 2. A propriedade (55) garante
que mudancas de escala por fator de 2/ sdo capazes de mudar a resolucio por um
fator de 277. Quando a resolucdo de representacao tende a zero (limj 4 oo 2779),
todos os detalhes de f s@o perdidos e portanto para qualquer f teremos
im [Py, f][ =0 (59)
j—Foo
(propriedade (56)). Por outro lado, quando a resolugao tende a infinito, lim;_, — o, 277,
a propriedade (57) garante que a aproximagcao da fungdo f converge para a
funcao f original
i [1f Py fl =0 (60)

A propriedade (58) é, na verdade, um pouco mais forte que o necessdrio.
Na verdade {¢o x(t) = ¢(t — k) }rez deve constituir uma base de Riesz (veja o
apéndice B para a definicdo). Isto garante a equivaléncia de energia, de tal forma
que a expansdo na base de Riesz seja numericamente estavel. Existem A, B > 0
tais que qualquer f € Vj pode ser decomposto univocamente da seguinte forma

+oo
F) =Y and(t—k) (61)
de forma que
+oo
AP < Y7 Janl < BJIFIP (62)

16



E possivel mostrar que as familias obtidas a partir de dilatagoes da base de
Riesz de Vj constituem também bases de Riesz para os subespagos V; com os
mesmo limites A e B em todas as escala 27.

A seqiiéncia de subespacos encaixantes é graficamente representada na figura
8. Podemos visualmente verificar a propriedade (53), assim como a V; = V11 ®
Wj41, e também a ortogonalidade entre os subespacos W; (W; LW ' quando
Jj#j') e entre W; e Vj onde j' > j. E possivel também verificar que

J+1+J

Vi=Vij® @ Wi, (63)
n=j5+1

ou seja, um subespaco V; qualquer pode ser decomposto em um subespacgo de
mais baixa resolucdao Vj;14 s mais uma seqiiéncia de J subespacos W,,, com n
variando de 541 a j 4+ 14 J. Uma funcdo f7 inicialmente representada em V7
pode ser decomposta como uma versdo de baixa resolucdo f?+1*7 somada aos
detalhes correspondentes a cada subespago W,,, d™,

j+14J
J _ pi+14+J ! m
f=f + ) d (64)

n=j+1

Figura 8: Seqiiéncia de subespagos encaixantes.

Retomando o exemplo da sessao 4 podemos facilmente verificar que a colegao
de espacos {V; } ez, sendo os espagos V; gerados por funces constantes por par-
tes em intervalos da forma [k277, (k 4+ 1)277[, onde k € Z, satisfaz as condigdes
citadas nas equagoes (53) a (58), constituindo assim uma ARM para o espago
L?(R). A primeira condic¢do (53) pode ser verificada apenas argumentando que
funcoes constantes por partes em intervalos da forma [k27+1) (k + 1)271[ sio
também constantes por partes em intervalos da forma [k27), (k +1)27)[, ou seja,
fungoes no espago V11 podem ser escritas como uma combinagao de fungdes do
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espago V; e, por tanto, V;41 C V;. A condigao de invariancia por translagao (54)
é verificada pelo simples fato de que se uma fungao estd em um subespago Vj;, de
fungoes constantes por partes em intervalos [k27), (k4 1)27)[, entao, translacdes
desta funcdo por fatores miltiplos de 27 levardo a funcdes ainda constantes
por partes em intervalos da mesma forma. Para verificarmos a equacao (55),
basta notar que se uma fungao é constante por partes em intervalos da forma
[k27), (k + 1)27)[, entdo, uma compressiao desta por um fator 2/, levard a uma
funcao constante por partes em intervalos da forma [k, k + 1], ou seja, a fungao
estard agora em Vj. Para demonstrar (56), basta notar que no limite j — +o0,
V; serd um subespago de fungoes constantes por partes em intervalos de tama-
nho tendendo ao infinito. Como a energia nao pode ser infinita, a amplitude
tente a zero, e por tanto, apenas a fungao identicamente nula estd no subespaco
limite. E fdcil também verificar que apenas a funcao identicamente nula esta
em todos os subespacos V;. Tomando o limite na dire¢do oposta, j — —o0, o
subespacgo obtido serd de fungoes constantes por partes em intervalos infinite-
simais, ou seja, qualque funcio em L?(R) podera ser representada. Fica assim
demonstrado (57). Para demonstrar o ultimo item (58), basta tomar a fungao
¢ tal que ¢(t) = 1 no intervalo [0,1] e ¢(t) = 0 fora deste intervalo. E facil veri-
ficar que com esta escolha é possivel construirmos uma base para Vj, o espaco
de fungoes constantes por partes em intervalos da forma [k, k + 1[, onde k inZ.

6 Algoritmos rapidos de decomposicao e recons-
trucao

Pela ARM sabemos que V; C V;_;, e por tanto, uma fungdo em V; pode ser
escrita em termo do conjunto de fungoes {¢(2- —n)},cz que constitui uma base
para V;_1. Em particular, para j = 0, teremos

B(t) =Y hnd_1n(t) = V2D hng(2t —n) (65)

onde hy, = (¢, d_1.n).
De forma semelhante, como W; C V;_1, teremos, para o caso j = 0

G(t) =D gnd-1n(t) =V2D _ gnd(2t —n) (66)

n

onde g, = <wa (/j)fl,n>'

Os coeficientes h,, e g, sao, respectivamente, os coeficientes de filtro relacio-
nados a fungao escala e a funcao wavelet. Veremos adiante que esses coeficientes
determinam completamente essas fungoes, ou seja, tudo o que é necessario para
uma analise wavelet sao os coeficientes de filtro. Apenas conhecé-los é suficiente
para determinar o valor da funcao em qualquer ponto, com a precisao dese-
jada, através de um algoritmo recursivo que serd mostrado posteriormente em
(??). Temos ainda que os coeficientes g, podem ser determinados a partir de
hy, e vice-versa. Além disso, eles ndo podem assumir quaisquer valores, uma
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primeira restrigao pode ser obtida, bastando para tanto integrar ambos os lados
das equagoes (65), (66) e lembrarmos que queremos uma base ortonormal, e
portanto, a norma L? das funcoes de base é unitaria.

+oo +oo
/ b)Pdt = / V2 ha(2t — n)di (67)

— 00

1= Y n (69)
Da mesma forma, para a equagao (66) teremos

1= g2 (70)

As funcgoes escala e wavelet devem satisfazer a seguinte relagao de escala

2 e 2
1 = Zhn/m IV2p(2t — n)|?dt (68)

Gik(t) = 27729277t — k) , (71)
Yik(t) =272p(27 7t — k) . (72)
Utilizando agora o resultado obtido em (65) e (66), teremos
Giu(t) = 2792V2Y hng(2772t — 2k — n) (73)
n
= 270NN h,p(2707 D — (2 + n)) (74)
n
= Y hndjo1264n(t) (75)
e de forma andloga
Yig = Zgn¢j—1,2k+n . (76)

Isso mostra como uma fungdo de base na escala j pode ser obtida a partir
de fungoes de base na escala anterior j — 1. Poderemos também mostrar como é
possivel obter a representagao de uma fungao na escala j utilizando, para tanto,
a representagao em j — 1. Suponha que uma fungao qualquer f possa ser escrita
na base Vj

= Zaj,k¢j,k (77)
3

onde os coeficientes sdo dados por a; = (f,¢; k). Utilizando a relagdo (75),
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podemos reescrever os coeficiente a;j na forma

ajr = (f, Z hn®j—1,26+n) (78)
= ZE(f; Bj—12k+n) (79)
= Zma]‘—l,%-&—n (80)

Todos os coeficientes da representacao de f em V; podem ser obtidos a partir
da convolugao em (80) dos coeficientes da representacao de f em V;_; com os
coeficientes de filtro hy.

De maneira andloga, se tomarmos f/~! = f7 447 onde f7 é a projecao sobre
o subespaco V; e d; a projegdo sobre W, (V;_1 = V; & W;), podemos obter os
coeficientes da representacdo de §7 (d; %) em termos dos coeficientes a;_1 .

§ = Zdj,kwj,k (81)
k
onde dj ; = (f, ;). Utilizando (76), teremos
dik = ([, 9n®j12%+n) (82)
= > Gall bi-1.261n) (83)
= ZﬁTn%‘—l@Hn (84)

Construirmos desta maneira uma algoritmo rapido para passar de uma es-
cala para outra escala subseqiiénte. Para tanto é necessario apenas conhecermos
os coeficientes a;,, que representam a funcao f numa dada escala j e também
os coeficientes de filtro hj da funcéo escala associada & andlise. De forma seme-
lhante obtemos uma maneira simples de obter os detalhes perdidos ao se passar
de uma escala de maior para uma de menor resolucao, sendo agora necessario
os coeficientes de filtro g, da wavelet associada.

dy,. > dy,. > d,, . L > d) .
\dl_ \dz,_ \ \dj,.

Figura 9: Algoritmo rapido de decomposicao.

Seja f uma funcio qualquer em L?(R), podemos escolher um subespago Vio
de forma que o erro cometido na representacio de f nesse subespaco, || f — f7°||,
seja tao pequeno quanto se queira (onde fi0 = Py, f, aprojecao de f em Vj,).
Sem perca alguma de generalidade, podemos escolher j, = 0. Seja a familia
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{¢0,k}k inz uma base ortonormal para Vy, podemos escrever 9 em termos das
fungoes da base

fo= Z a0,k %0,k (85)
k

onde os coeficientes ag ; sdo dados por agr = (f, Po.k)-

Talvez seja interessante obter uma versio de baixa resolugao de fO. Se
quisermos uma perda de resolucdo por um fator de 2, basta tomarmos agora a
projecao de f no subespago Vi. A projecao de f em V; é dada

fr=Puf=> arbrn (86)
k

Da mesma forma que anteriormente, os coeficientes a; j, s@o dados por a; j =

<fa ¢17k>-
Como Vi C Vp, podemos escrever ¢; , em termos das funcoes ¢g 2,4k, como
visto em (75).

Gk =Y hidoznik - (87)
K

Desta forma, os coeficientes a; ; podem ser dados em fungao de ag,2n+%, como
demonstrado na equagao (80)

a1,n = ZHGO,2n+k (88)
k

De forma semelhante poderemos obter os detalhes perdidos ao se passar de
uma representacdo de alta para uma de baixa resolucdo. Seja fO = f' + 67,
onde ' representa os detalhes perdidos ao se passar de Vj para Vi, teremos

5t = Zd1,k1/11,k (89)
%

onde dy x = (f,¥1.x)-
As funcbes 11, podem ser escritas como uma combinagdo dos vetores da
base Vj, entao

Grn =Y grdoanik € (90)
K

dyp = Zg?ao,2n+k (91)
%

Mostramos acima uma forma de obtermos os coeficientes de escala e wa-
velet para a decomposicio, passando de uma escala mais fina, para uma mais
grosseira. Queremos ser capazes de reconstruir o sinal original, utilizando para
tanto a versao de baixa resolucao e os detalhes perdidos. Vejamos entao como
podemos obter o algoritmo de reconstrucao. Tomemos a projecao do sinal f
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sobre o subespago V;_1. Como V;_; = V; ® W; podemos escrever a projecao da
seguinte forma

PV_,»_lf = P\/jf+Pij (92)
Zajq,n(qu,n = Zaj7k¢j,k + Zd‘,kwj,k (93)
n k k

Os coeficientes a;_1 , sdo obtidos por

aj—1n = <PVj_1fa ¢j—1,k> (94)
= ((Pv,f+ Pw,;f); ¢j-1,n)

= <Z aj kPj ks Pj—1,n) + <Z dj kVik, Pi—1.n)
% %

—~
NolNe]
D Ot
=

= Y ajlbin bio1m) + Y dik(ik, bi-1n) (97)
k k

= Z @jkhn -2k + Z dj kgn—2k (98)
k k

= Z by -2k, + Z In—2kd;,k (99)
k k:

O algoritmo construido acima (99) é uma forma de obtermos os coeficientes
que representam a funcdo numa escala mais fina, a partir de uma versdo de
baixa resolucao e os detalhes. Este é graficamente ilustrado na figura 10.

: /ao,.

a,,. > >Qa, >a,
d,. / /dz,, /d1

Figura 10: Algoritmo rapido de reconstrugao.

7 Algumas Wavelets e Propriedades

Uma caracteristica importante da representacao através de fungées wavelets é
a nao redundancia. A ortogonalidade entre os subespacos W; e Wy, j # j',
assim como a ortogonalidade entre um subespaco V; e os subespacos W;, com
j < J, acarreta na nao redundancia da representacao de uma funcao qualquer
f nos subespagos Vy, Wj,, Wj 41, ..., Wy. Esta auséncia de redundéincia é
fundamental quando se trata de compressao de dados.

Outra propriedade importante é possuir momentos de diferentes ordem iguais
a zero. Dizemos que uma wavelet 1 possui momento de ordem M igual a zero,
quando

/x%(x)d:p =0, k=0,...,M. (100)
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Isto significa que os coeficientes de wavelets para polindomios de ordem até M
sdo todos nulos. A informacdo de detalhe gerada no processo de decomposicio
serd toda nula, ou seja, a informacao de polinomios de ordem até M pode
ser suprimida. Suponha que tenhamos um sinal s(t) que pode ser decomposto
como s(t) = p(t) + n(t), uma parte polinomial de ordem M, p(t), e outra nao
polinomial n(t). Neste caso, todos os coeficientes de detalhe serdo gerados pela
informacao exclusiva da parte ndo polinomial, d;r = (s(t),¥;x(t)) = (p(t) +
n(t), vk (t)) = (n(t),¥;r(t)). Os coeficientes de wavelets representam entao
apenas a parte nao polinomial do sinal.

Todas as wavelets possuem momento de ordem zero nulo, ou seja, média nula.
Desta forma, fungoes constantes nao sao representadas pelas fungoes wavelets.
E possivel obtermos wavelest com diferentes momentos nulos. As wavelets de
suporte compacto propostas por Ingrid Daubechies podem possuir momentos
de diferentes ordens nulos. No caso em que apenas o momento de ordem 1 é
nulo, a wavelet é equivalente a wavelet de Haar.

O exemplo de wavelet mais antigo é a fungao de Haar, proposta por Alfred
Haar em 1909, embora na época o termo wavelet ainda nao tinha sido cunhado.
Ele estudava bases incondicinais para classificacao de espacos de funcgoes, tal
como o espago de Lebesgue. A sua construcao resultou na criacido de um sistema
completo. A wavelet de Haar é a wavelet mais simples e pode ser vista como
uma spline de ordem zero ou como uma wavelet de Daubechies com apenas o
momento de ordem zero nulo. A funcao de Haar, ao contréario de vérias outras
waveles, possuf férmula explicita, definida em (38). Nao apenas a fungao de
Haar, mas todas as demais splines possuem também férmula explicita, o que
fascilita muito a sua manipulacdo. As wavelets de Haar tém sido utilizadas
recentemente para explorar a possibilidade de construir-se wavelets em dominos
gerais, tais como esferas. Isto porque elas podem ser manipuladas para satisfazer
certas condigoes geometricas. Desta forma, foram construidas wavelets de Haar
em espagos com medidas que nao sao invariantes & translagao (como as medidas
de Lebesgue).

Ingrid Daubechies foi precursora na construgao de uma familia de wavelets
ortogonais com suporte compacto e um nimero especifico de momentos nulos.
Tais wavelets nao possuem férmula explicita e devem ser calculadas numerica-
mente. A constru¢do destas comega com o cédlculo dos coeficientes de filtro,
de forma que a transformada de Fourier, a funcao de resposta em freqiiéncia,
satisfaga as condigoes de ortogonalidade e momento. Daubechies tabelou os
coeficientes dos filtros para os filtros até ordem 10 em seu trabalho (11). As
wavelets de Daubecheis possuem o nimero mdximo de momentos nulos (V)
para um dado tamanho de suporte (2N). Exitem varias maneiras de escolher
as raizes, implicando em diferentes caracteristicas de fase do filtro. Dentre as
2N=1 possibilidades, escolhemos aquela em que todas as raizes encontram-se no
interioir do circulo unitério, os filtros assim obtidos sdo chamados filtros de fase
extrema.

Em algumas aplicac¢oes pode ser também desejado que a fungao escala de su-
porte compacto possua também momentos nulos. Coifman sugeriu a Daubecheis
em 1989 a construgao de bases ortonormais de wavelets onde essa caracteristica
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fosse incorporada. Tais wavelets, chamadas de coiflets, sdo mais simétricas que
as wavelets de Daubechies. Enquanto as de Daubechies possuem N/2 — 1 mo-
mentos nulos, as fungdes escala das coiflets possuem N/3 — 1 momentos nulos e
as wavelets N/3. A desvantagem das coiflets é o fato destas possuirem um maior
suporte que as wavelets de Daubechies, para um mesmo nimero de momentos
nulos, N, ela apresenta suporte de tamanho 3N — 1, enquanto o suporte das
wavelets de Daubechies eram de tamnho 2/V.

Outro tipo de wavelet sao as wavelets splines, fungoes que sao polindémios por
partes. Desta forma elas podem ser localmente bem simples e, ao mesmo tempo,
bem flexiveis e suaves. As splines sao portanto muito utilizadas para se modelar
fungoes arbitdrias. Quando tratando-se de problemas de interpolagao, as slines
sao preferiveis, em detrimento da interpolagao polinomial, pois é possivel obter
resultados semelhantes utilizando polinémios de ordem inferior, e também sao
importantes para evitar o fenémeno de Runge. *

As wavelets splines podem ser divididas nos seguintes grupos: ortogonal,
semi-ortogonal, deslocamento ortogonal e biortogonal. O exemplo mais conhe-
cido de wavelets do primeiro tipo sdo as wavelets de Battle-Lemarie (4) (19).
As wavelets de Battle-Lemarie sao tidas como as precursoras da andlise em re-
solugoes multiplas, em que as escalas estao associadas aos espagos funcional das
splines, em cada qual tomamos uma B-spline com nds nos inteiros como fungao
escala original. Se a funcao escala escolhida for a funcao porta, entao resulta-
remos numa base de Haar. As wavelets semi-ortogonais mantéem a ortogona-
lidade entre escalas, mas nao mais é garantida a ortogonalidade entre fungoes
de base em uma mesma escala (resolugdo). As B-splines de suporte compacto
constituem um exemplo, proposto por Chui-Wang (8) e Unser-Albdroubi-Eden
(25). Nas wavelets de deslocamento ortogonal, apenas a ortogonalidade devido
a translacdo em uma mesma escala é mantida, nao havendo mais ortogonali-
dade entre escalas. Para gerar uma base para um subespacgo a ortogonalidade
entre as fungoes de base nao é necessaria, podemos entao relaxar as condigoes
de ortogonalidade e obter as wavelets biortogonais. O tinico exemplo conhecido
de wavelet que é ao mesmo tempo de suporte compacto, ortogonal e simétrica
¢é a wavelet e Haar. Em muitas aplicacoes pode ser necessario construirmos wa-
velets simétricas de suporte compacto. Para tanto podemos relaxar a condigao
de ortogonalidade.

40 fenémeno de Runge é um problema que ocorre quando se faz interpolacdo com po-
linémios de alta ordem. Foi descoberto por Carle David Tolmé Runge quando investigando o
comportamento do erro ao se utilizar uma interpolacao polinomial para se aproximar funcdoes.
Quando uma funcdo é interpolada em pontos equidistantes entre duas extremidades, uma
oscilagao resultande é gerada em diregao as extremidades. Tal oscilacdo pode ser minimizada
escolhendo-se para tanto os nés de Chebyshev ao invés de nés equidistantes. Polindémios de
maior grau acabam sendo inapropriados para se realizar a interpolagao. O problema pode ser
evitado utilizando-se splines. Ao se tentar diminuir o erro de interpolagao, pode-se optar por
aumentar o nimero de pedagos polinomiais que constituem a spline, ao invés de se aumentar
o grau dos polindémios utilizados.
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Figura 11: Daubechies 4. Figura 12: Coiflet 6.

Scaling function Scaling function

Figura 13: Symlet 2. Figura 14: Biorthogonal 1.3.

8 Wavelets e Bancos de Filtros

A anaélise em resolugoes multiplas pode ser vista como um processo de filtragem

por um banco de filtros espelhados em quadratura. Iremos entao analisar o

processo de decomposicao utilizando wavelets sob esse diferente ponto de vista.
No algoritmo rapido que vimos acima para decomposigao fazemos

(f.6jk) =D T (f: dj—1.m) (101)
(F k) =D Gnoan(fr ¥j-1m) (102)
mas isso é equivalente a fazer
(£, 050) = (L D((fs bj—1,n)) * hn] (103)
(fitbi) = (L 2)[((f, ¥5-1,0)) ¥ G=0] - (104)

Ambas equacbes acima podem ser reescritas na forma matricial. A con-
volugao do sinal com o filtro é representada por uma multiplicacdo matricial,
onde chamares de H e G as matrizes dos filtros h e g, respectivamente. A
decimagao (reamostragem) também serd representada por uma multiplicagdo
matricial, onde a matriz D serd a matriz de decimagao.
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ho hi

H= ho ha (105)
ho ha
1 0
D= 10 (106)
1 0
ho Iy
DH = ho hi (107)
ho hy
aj,,l
aj: (lj)o (108)
aj.1

As operagoes escritas em (103) e (104) porem ser representadas entdo por
a; = DHCLj_l (109)

a; = DGaj,1 (110)

A decimacdo no dominio do tempo é bem simples e consiste apenas em
discartar metade das amostras do sinal, alternadamente,

v=(]2)x=v(k) =x(2k) (111)
Para obter a representagao no dominio de Fourier, basta
V(w) =Y v(k)e " =Y " z(2k)e F = " a(n)e I/ (112)

A soma acima é apenas para n pares, n = 2k, e portanto a afirmativa V(w) =
X (%) ¢ falsa. Considernado agora

Aw) = ) b(k)e 7k = % > b(k)e 7k + % > b(k)e I FIL3)
k par todo k todo k
= %[B(w)JrB(wﬂr)] (114)
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que pode ser facilmente verificado, lembrando para tanto que x é peridédico de
periodo 27, podemos obter
w

X(5)+X(5 +m) (115)

Viw) = 5[X(5

1
2
bastanto para tanto tomarmos os dois tultimos resultados.

As operagoes acima podem ser descritas pelo banco de filtro da figura 15.
O sinal de entrada é processado por dois filtros L e H, para obtermos as com-
ponentes de baixas (yl(n)) e altas freqliéncias (yh(n)), respectivamente. Neste
ponto as sinais filtrados constituem uma representagio do sinal original z(n),
mas juntos, teremos o dobro do nimero de amostras. Para manter o mesmo
nimero de amostras é feita entao uma decimacao por uma fator de dois. A saida
do banco de filtros (S(z(n))) é uma representacdo do sinal z(n) em termos de
suas componentes de altas e baixas freqiiéncias, com o mesmo tamanho que o
sinal original. Resta entdo a pergunta: é possivel reconstruir o sinal z(n) a
partir da representagao S(z(n))?

L yl(n) lz zl(n)

filtro decimador

yh(n) zh(n)

H |2

filtro decimador

Figura 15: Banco de Filtros.

A resposta a estd pergunta nao é dbvia, principalmente devido a decimacao
feita no processo. Nas figuras 16 e 17 é ilustrado o processo de decimagdo. A
primeira ilustra o caso em que o sinal z(n) possuf um espectro restrito a faixa
[~%, 5], neste caso nao havera falseamento (aliasing) gerado no processo de
decimagdo. O segundo caso (figura 17) ilustra a situagdo em que o espectro
do sinal nao mais estd restrito ao intervalo |w| < 7, neste caso havera aliasing,
ilustrado pela regiao rachurada na figura. No caso geral devemos assumir que
havera aliasing e, por tanto, sé serd possivel reconstruir o sinal original z(z) se,
de alguma forma, for possivel cancelar esse falseamento de forma perfeita.

Uma tentativa de reconstruir o sinal original é usar o banco de filtros de
sintese da figura 18, que consistiria em fazer um processo inverso ao que foi
feito no banco de andlise. Primeiro uma etapa de upsampling e posteriormente
uma filtragem, mas o par de filtros agora utilizado (f/ e H ) serd diferente.
Tentaremos especificar as condi¢oes que esses filtros devem satisfazer para que
seja possivel efetuarmos a reconstrucao perfeita do sinal (Z(n) = SS(x(n)) =
x(n)). Geralmente é possivel obeter a reconstrugio perfeita, mas haverd um
atraso do sinal, o que nao é um problema, pois podemos compensar incluindo
um avancgo no sinal no sistema.
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Figura 16: Decimagao sem aliasing.
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Figura 17: Decimagao com aliasing.
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zl(n) T 2 [

interpolador filtro

12 H

interpolador filtro

zh(n)

Figura 18: Banco de Filtros de Sintese.

Pelo problema que foi descrito acima, podemos concluir que a questao da
possibilidade de se obter a reconstrucao perfeita recai no problema da matriz
S ser inversivel ou nio. Se a inversa existir, e fizermos S = S~!, entdo serd
possivel obter a reconstrugao do sinal sem erro. Um caso particular importante
ocorre quando o sistema linear S for ortogonal, neste caso a matriz S serd uma
matriz ortogonal, sendo portanto sua inversa determinada pela transposta da
matriz de anélise, S~1 = S7T.

Devemos analisar quais as implicagoes na freqiiéncia do processo de upsam-
pling que serd utilizado como a primeira etapa da reconstrucao do sinal. Su-
ponhamos ter inicialmente v(n) e através do upsampling obtemos o sinal u(n).
Esta operagao pode ser representada matricialmente, da sequinte forma

u="Uv (116)

(117)

_ o O

0

Para representa-la no dominio do tempo é necessario separar as amostras
pares das amostras impares, n = 2k e n = 2k + 1, de forma que

u=(12v= { Zgﬁif@o (118)

No dominio da freqiiéncia veremos que os zeros acrescentados nada contribuem
para U(w), e em oposicao ao downsampling, quando um termo no dominio do
tempo dava origem a dois no dominio da freqiiéncia, teremos dois termos no
dominio do tempo dando origem a apenas um termo no dominio da freqiiéncia.
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A representagdo em freqiiéncia de u(n) serd entao

Uw) = > u(n)e e (119)

n

= > u(n)eien (120)

n=2k

= ) u(2k)e I (121)
k

= ) o(k)e I (122)
k

= V(w). (123)

onde dispresamos os termos impares (2k+1), pois s@o eles todos nulos. Se temos
V(w) com perfodo 27 U(w) terd entdo perfodo 7, haverd entdo uma compressao
em freqiiéncia por uma fator de 2, de forma tal que todo o contetido espectral
de U estara agora restrito a |w| < 5. Como U terd periodo 7, imagens dessa
versao comprimida (em freqiiéncia) aparecerdo adjacentes a ela (veja a figura
19). Enquanto o downsamplig cria o aliasing, o upsampling cria o dual, chamado
imageamento (imaging).

K
e
K&)—V(Zm)

AVALVIRYA

Figura 19: Upsampling.

ey

ey

Considerando o processo de decomposigao seguido do processo de recons-
trugao, veremos que o processo de downsampling é seguido pelo processo de
upsampling. Se chamarmos de z o sinal de entrada e u o de saida, teremos
u=(12)(] 2)z. Combinando os resultados de (115) e (123) obtemos

Ulw) = %[X(w) + X(w+ 7)) (124)

A analise em resolugoes multiplas discutida anteriormente é vista como uma
representacio de uma funcio, inicialmente em um subespago de L?(R), em
subespagos desse subespaco inicial. Cada uma das projegoes feita em subespaco
com niveis de resolucao subseqiiéntes podem ser vistas como uma filtragem por
um banco de filtros, conforme descrito acima. A representacdo em termos de
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fungoes escala estd assiociada a filtragem passa-baixas, enquanto a representagao
em termos das fungdes wavelets estd associada ao filtro passa-banda. A andlise
em resolugoes multiplas definird um banco de filtros como exposto acima de
forma que a reconstrucao do sinal seja possivel, com erro nulo, pois como vimos,
é possivel, a partir de uma versao de baixa resolucao e dos detalhes associados,
obter a versao um nivel acima, ou seja, é possivel reconstruir a fungao sem
cometer erros. Ja que isso acontece no caso da andlise em multiplas resolugoes
iremos entao derivar as condigoes sobre os filtros de analise e sintese que fazem
com que isso seja verdade.

No banco de filtros de decomposicao teremos uma seqiiéncia de filtragem e
decimagao. No caso especifico da andlise em resolugdes multiplas, o filtro a ser
utilizado em todas as etapas possui os mesmos coeficientes hi, mas o sinal é
decimado ao longo do processo, alterando assim a escala em freqiiéncia. Aplicar
um filtro apds o sinal ter sido decimado pro um fator de 2 equivale a aplicar
previamente um filtro comprimido por 2 na freqiiéncia e em seguida fazer a
decimagdo. Fazer y = hxv onde v = (| 2)v', ou seja, y = h* ((| 2)v') equivale a
fazer y = (| 2)(ha '), onde hy é tal que Ho(w) = H(%). Podemos demonstrar
isso no dominio da freqiiéncia, basta para tanto fazer

Yw) = Hw)V(w) (125)
= H(w)%[v/(%)+vl(%+77)] (126)
= SIH@V'(E) + HEV'(E + ) (127)
= SIH@V'(E) + Ho+2mV'(E + 7)) (128)
= (1 HQw)V'(w)) . (129)

Um outra propriedade interessante pode ser facilmente demonstrada. Supo-
nha o caso em que tenhamos (| 2)h * v. Iremos mostrar que isto é equivalente
a ter h* (1 2)v. No dominio da freqiiéncia a convolugao serd escrita como um
produto. Utilizando a relagao (115) teremos

(LDH@)VE) = [GH(D)+3H(E + MV () (130)
= SHEWE+HE +mVe) (131
_ %H(w)V(%})+%H(2w+27r)V(2w) (132)
= Hw)V(w) (133)
= H@)((12)V () (134)

e por tanto, fica demonstrada o que foi proposto. A equivalencia entre hx* (| 2)v
e (T 2)h * v segue de forma andloga.

Analisaremos agora o efeito de um banco de filtro conforme esquematizado
na figura 20. Este é chamado Banco de Filtros Espelhados em Quadratura de
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dois canais (Two-Channel Quadrature Mirror Filter Bank). E uma estrutura
muito comum e muito utilizada. O banco de anélise é composto por um filtro
passa-baixas (H(w)) e um filtro passa-altas (G(w)), dividindo o sinal de entrada
em duas bandas complementares. Os sinais resultantes de cada um dos filtros
é entdao decimado por um fator de dois. Para a sintese do sinal original, a
primeira etapa é a interpolacao. A decimagao e a interpolagao causam aliasing
e imaging. Os filtros de sintese (H(w) e G(w)) possuem como propésito eliminar
as imagens espectrais. H (w) serd um filtro bassa-baixas para eliminar as imagens
de altas freqiiéncias criadas na interpolacdo do sinal de baixas freqiiéncias. De
maneira analoga, é(w) serd um filtro passa-altas para eliminar as imagens de
baixa freqiiéncia criadas na interpolagao do sinal de altas freqiiéncias. Como
resultado, y; e y2 s@o boas aproximagoes para x1‘ e z2‘. O sinal reconstruido
serd portanto bem semelhante ao original. Note que o nome filtros espelhados
em quadratura deriva do fato a resposta de H(w) ser uma imagem espelhada
de G(w) em relacdo a freqiiéncia 7/2 (um quarto da freqiiéncia amostragem).

G

PR P

filtro interpolador filtro

G

@ G V, T 2 U, a Y2

filtro interpolador filtro

Figura 20: Banco de Filtros (decomposicao e sintese).

Para que nao haja aliasing é necessario que as respostas dos filtros nao
se sobreponham, assim como ilustrado no primeiro grifico da figura 21. No
entando, para que toda a informacao do sinal de entrada este presente no banco
de andlise é necesséario que os filtros se sobreponham, ou que os filtros sejam
ideais, tenham uma transicdo abrupta em 7/2. Mas sabemos que filtros ideais
sdo impossiveis de serem obtidos, e filtros préximos do ideal precisam ser filtros
de alta ordem, sendo sensiveis a quantizagao e geralmente sofrem de problemas
de instabilidade (se forem IIR).

A filosofia por trés dos filtros espelhados em quadratura, e assim também dos
filtros wavelets, é permitir o aliasing na saida do decimador, mas os filtros devem
ser projetados de tal forma que as imagens produzidas no interpolador cancele o
aliasing, perfeitamente no caso dos filtros waveles, levando a um problema mais
estrito.

Para o banco de filtros em questao teremos & = y; + y». Vamos entao achar
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Figura 21: Filtros Espelhados em Quadratura.

y1 € y2 no dominio da frequéncia.

M) = AU (135)
= AW)(GX')+ X'+ ) (136)
= S HW)H@XE) +Hw+m) X+ ) (137)
= SIH@H@XE)+ A@H@+mX@+m] (139
De maneira anloga podemos obter
Ya(w) = 2 [G@)CWX W) + EWEw+MX@+m] . (139

E juntado os resultados podemos expressao X em termo das entradas

X(w) = Yi(w)+Ya(w) (140)
= X(@)3H@HE) + EW)EW) + (141)
X(w+ ﬂ)%[f[(w)H(w 1)+ GWCw )] (142)

Para que a reconstrucao realizada pelo filtro seja perfeita, iremos querer X (w) =
X (w) e por tanto serd necessdrio que as duas opgoes seguintes seja satisfeitas

H(w)H(w) + G(w)G(w) =2 (143)

Hw+mH(w)+Gw+m)G(w) =0 (144)

ou seja, queremos cancelar o termo em X (w+ ), o termo de aliasing e imaging.
Para tanto basta tomar os filtros de sintese da seguinte forma

H(w) = G(w+ ) (145)
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Gw)=—-Hw+m) . (146)
A condicao (143) fica entao

Hw)Gw+7)— Hw+7m)G(w)=2. (147)

Cancelado o aliasing o banco de filtros torna-se um sistema linear e invari-
ante no tempo. A sua funcao de transferéncia é agora facilmente determinada,
bastanto tomar a razao entre saida e entrada.

1) = 29 L6+ - He o) (18)
w)=—==-Hw)Gw+m) — Hw+m)G(w
X(w) 2
Se queremos um banco de filtros com reconstrucao perfeita do sinal, nao po-
demos admitir distorgdes, neste caso, permitiremos que T(w) seja no maximo
um atraso, i.e., T'(w) = 777 Neste caso, com esta condi¢do um pouco menos
restritiva, a condi¢do (147) ficard na seguinte forma

H(Ww)G(w+7) — H(w + 7)G(w) = 2e79%7 (149)

O sistema de equagdes constituido por (143) e (144) pode ser reescrito em
forma matricial, da seguinte forma

P o el I

Temos entao a matriz de modulagao de andlise, que é central na teoria de bancos
de filtros. Podemos também, sem dificuldades, obter a matriz de modulagao de
sintese, bastando para tanto tomarmos as mesmas equagoes, mas agora substi-
tuir w por w + 7.

{HH(w) G(w) ] [mw) H(w+w>} _ {26‘3'“”“} (151)

(w+m) Gw+m)| |Gw) Gw+n) 0

Utilizando a inversa da matriz de anélise podemos obter os filtros de sintese,

da seguinte forma i
[g((;v;] - ﬁ [—i?(u:fi)] (152)

onde A(w) é o determinante da matriz de andlise
Aw)=Hw)G(w+7) - Hw+1)G(w) . (153)

Os filtros de reconstrugao serao estaveis apenas se o determinante for nao nulo
em todo o intervalo [—, 7].

Se os filtros em questao possuirem uma resposta ao impulso finita, entao, o
determinante A(w) pode ser calculado. Isso leva a uma relagao simples entre os
filtros de decomposicao e reconstrucao.
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A equacgao (152) fornece uma maneira se obtermos os filtros de sintese, de
forma que teremos

~ 2
H(w) = mG(w +7) e (154)
~ 2
Utilizando a definigdo acima (154) podemos retirar
~ A
G(w) = Gl +2m) = H(w + ) 2T (156)
Usando agora (155) e (156) obtemos
_ A 3
G)Gw) =~ 29T g I H w7 . (157)
Aw)
Pela defini¢ao (153) é facil mostrar que A(w 4+ 7) = —A(w), entédo
G(w)G(w) = H(w+m)H(w+) . (158)
Utilizando agora o resultado de (158) em (143)
HWw)HW) + Hw+m)H(w+7)=2. (159)

Se os filtros possuirem resposta ao impulso finita, entao suas representagoes
em freqiiéncia serdo na forma de uma série finita em exp(+jnw). Desta forma, o
determinante definido em (153) serd também representado por uma série finita.
E ainda mais, as equagoes (154) e (155) mostram que A~!(w) deve também
ser representado por uma série finita. Como ambos A(w) e A71(w) sdo séries
finitas em exp(+jnw), podemos concluir que elas devem possuir apenas um
termo. Como A(w+7) = —A(w), concluimos que o expoente n deve ser {mpar.
Finalmente concluimos que A(w) deve ser da forma

A(w) = ae?FHe (160)
onde a € R el € Z. O que nos leva, usando as relagoes (154) e (155) a

- 2 .
H(w) = ge*ﬂ@l“)wG(w +7) e (161)

2 .
Glw) = —56_3(21+1)“’H(w + 7). (162)

_ Se impormos que o filtro de reconstrugao deva ser igual ao filtro de sintese,
H(w) = H(w), teremos, a partir de (159),

|H(W))> + [Hw+7))> =2, (163)

condicao esta que define os filtros conjugados espelhados. Veremos posterior-
mente, ao analisar as fungoes wavelets no dominio da freqiiéncia, que esta mesma
condicao serd derivada.
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De maneira analoga é possivel obter
GW)G(W) +Gw+mGw+r)=2. (164)

Mais uma fez escolhendo a condi¢do que fornece filtros conjugados espelhados,
teremos agora
IGW)?+ |Gw+m)|>=2. (165)

A condigdo para que nao haja distor¢ao (143) pode ser reescrita, definindo

para tanto Py(w) = H(w)H (w) e Pi(w) = G(w)G(w)
Py(w) + Py (w) = 2e79™0 . (166)

Usando as escolhas feitas em (145) e (146) teremos Pj(w) = —Py(w + 7)
Pi(w) = Gw)G(w) = —Gw)H(w+7) = —H(w+mw+7 = —Py(w+m) .
(167)
Podemo assim simplificar a equagao (166)

Py(w) — Py(w + ) = 2797 | (168)

O projeto dos filtros agora restringe-se a projetar um filtro passa-baixas Py
satisfazendo a condicao (168), em seguida, deve-se fatorar Py em H e H, e entao,
através das relagoes (145) e (146) encontrar os outros dois filtros.

Vamos adotar agora como convensao a utilizacao da varidvel complexa,
entdo, ao invés de utilizarmos w, passaremos a utilizar z. A relacdo entre as
duas varidveis é dada por e/ = z. Nada mais é que um mapeamento, sendo as
freqliéncias reais mapeadas no circulo unitério |z| = 1, as freqiiéncias complexas
com parte real negativa sao mapeadas no interior do circulo e as de parte real
positiva no exterior do circulo.

Ao se realizar tal mapeamento, estaremos evitando a inconveniéncia da im-
possibilidade de se distinguir entre as freqiiéncias w, w + 27, w + 4w, etc. No
dominio z essas freqiiéncias sao mapeadas em um mesmo ponto, e portanto
evitamos a preocupacao em tentar distinguir tais freqiiéncias, pois os nimeros
complexos z = e/, z = I@ T2 5 = I@T4T etc, sdo absolutamente iguais. Esse
resultado é também valido para freqiiéncias complexas, pois basea-se apenas no
fato de que e72™ = 1.

Dado um sinal discreto z(n), temos a sua representagao em freqiiéncia X (w)
e agora a sua representagao no dominio z, X(z), dada pela transformada z do

sinal
X(2) = Zx(n)zfn . (169)

n

Poderemos agora transpor as propriedades dos filtros vistos anteriormente
para o dominio z. A equagao (168) fica

Py(z) — Py(—2) = 22", (170)
e as equagoes (145) e (146) ficam
H(z) =G(—=%) (171)



G(z) = —H(-2z) . (172)

Existem vérias formas de se escolher o polindémio Py(z), assim como vérias
sao as formas de fatora-lo em H(z) e H(z). Note que a grau do polinomio
Py(z) determina o grau dos polinomios H(z) e H(z), sendo o grau do primeiro
a soma dos graus do segundo e terceiro. A condigdo (170) acima pode ser vista
como uma condic¢ao sobre os termos de poténcia impar em Py(z). Os termos de
poténcia impar deve possuir coeficientes nulos, exceto o termo em 2!, que deve
possuir coeficiente unitario.

Uma maneira utilizada de se escolher o polinomio Py(z) é defini-lo da se-
guinte forma

Po(z) = (1427 H%PQ(2) . (173)
Essa é a chamada construgao binomial ou maximamente plana, devido ao termo
(1+ 271)2P. O termo binomial fornece 2p zeros em z = —1, desta forma a res-

posta é maximamente plane em w = w. O termo binomial sozinho representa um
filtro spline, mas Q(z) serd necessario Mais sobre a construcao desses polinomios
serd discutido adiantes, seguindo os passos de Daubechies.

A equagao (170) pode ser simplificada, utilizando para tanto a seguinte nor-
malizacao

P(2) = 2'Py(2) . (174)

Como [ é fmpar, entdo P(—z) = (—2)'Py(—2) = —2'Py(—2), e a equagao (170)
se reduz a
P(z)+ P(—2)=2. (175)

Os termos impares se anulam (ao combinar P(z) com P(—z)), e todos os termos
pares de P(z) devem ser nulos, com excessao do termo constante que deve ser
igual a um.

9 Wavelets no Dominio da Freqiiéncia

Para obtermos uma representacdo no dominio da freqiiéncia, iremos utilizar
a transformada de Fourier. Tomemos a fungao escala ¢. A transformada de
Fourier da fungao escala é dada abaixo

P(w) = P(t)e 7= dt (176)

— 00
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Se aplicarmos a (176) a relacdo de escala (65), teremos

dw) = /_ B(t)e It dt (177)
- / VR heott - betar (178)
. -

oo Lotael
/_Oo ﬁ}kjhm(ﬂ)e—w gt (179)
g o(t')e % dt! (180)
S s

V2

2

H($)3(5) (182)

onde definimos 4
H(w) =Y hpe " (183)
k

A relagao (182) acima nada mais é que a relacao de dilatacao vista no dominio
de Fourier.
De forma similar podemos obter a relagao para a fungao wavelet

G

lw) = 5G(5)d(3) (184)

d
2
onde G(w) é dado por
Gw) = gre k. (185)
k

As equagdes (183) e (185) sao representagoes no dominio da freqiiéncia para
os filtros de escala e wavelet, respectivamente. E interessante aqui notar que
estas representagoes, a menos do fator v/2/2 é identica a resposta em freqiiéncia
de filtros digitais, conforme visto em (?7). Isso mostra a equivalencia entre os
filtros digitais implementados com os coeficientes de escala e wavelet e a fungao
de transferéncia entre a representagao em uma escala e a representacao na escala
seguinte.

Queremos que as funcgoes escala satisfacam certas condicoes de ortogonali-
dade. E ainda mais, que as fungoes geradas por translacoes e dilatacoes sejam
ortogonais entre si. Vejamos primeiramente como a ortogonalidade entre fungoes
transladadas numa mesma escala se reflete no dominio da freqiiéncia.

Desejamos que ¢(t) seja ortogonal a ¢(t — k), onde k € Z.

+oo

(D(1). B(t — k) = / ()DL — R)dt = by (156)

— 00
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Aplicando o Teorema de Parseval (veja apéndice A) & equagao acima (186),

+OO/\ _ .
BO00-1) = 5 [ H)dwetds (187)
| e
O™ (159)

podemos agora dividir a integral como um somatério de vérias integrais

| ey
woe-r) = g 3 [ Brea (159)
l=—o00 V4T
1 +o00 o B |
0
1 2 +ZO:O R -
- [B(w + 27) 267 dw (191)
27 Jo =
1 2w +00 -
T AP PR (192
l=—o0
onde definimos .
Aw) = Y low+2m)]” . (193
l=—00

A(w) é uma funcao periédica, de periodo 27, e por tanto, possu{ uma série de

Fourier
—+00

Alw) = Z |3(w + 271) |2 Zake Jwk (194)

l=—o0

Queremos a ortonormalidade de {¢(t — k) }rez, ou seja

(o), d(t — k)) = 0 = { (1) Z ; 8 (195)
Quando k = 0, teremos
(0(1), $(t — k))k=o0 = (), &(1)) = lo()[I* = 1 (196)
Para k # 0
1 X N 2 _jwk
(6(8), 6(t — ) = 61 = o / 3 B amPetas o
Se fizermos a seguinte escolha
+oo
S lbw2ml)P =1, (198)

l=—o00
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a equagao (197) se reduzird a

2m
Ot =) = b= 5= [ ra. (199)
Usando agora a identiade
/ eIFdw = 216 (k) (200)
teremos 1
(6(t), o(t = k) = 5 _2m6(k) = O (201)

Para garantir que isso acontega, basta dividirmos ¢ pela raiz quadrada de
l__oo |p(w + 271)|2.

b w
Porto(w o) ; (202)
mw 6w+ 2mD)[2
de forma que
Z |Gorto(w + 27k)| Z [— $w + 2k) 2=1. (203)
k=—o0 k=—o0 2ul=—co |6(w + 271) |2

Desat forma, Zsmo(w) satisfaz a condigdo (198), e entdo, {dorto(t — k)}rez é
ortonormal.

Vejamos agora como a escolha feita em (198) se reflete através da equagao
de dilatagao do ponto de vista de Fourier (182) como uma condigao sobre H(w).

+oo

~ R Lo~ l
> BwramP = 3 1 2aEE et e (o
l=—00 l=—00
1 & ~
LY W )RR =1 (209
l=—00

A relagao (205) é verdadeira para todo w’ = w/2, podemos entdo simplesmente
substituir w’ por w. Separando os termos pares (I = 2k) e os impares (I = 2k+1),
teremos

+oo +o0

7 H(wt2km) P g(w+2km) P+ D [H (wt(2k+1)7) 2| ¢(w+(2k+1)m)
k=—oc0 k=—oc0
(206)
Como H(w) é periddico de periodo 27, temos
Hw+2kr)=Hw) e Hw+ 2k+1)r)=Hw-+mn). (207)
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Desta forma, a equacao (206) se reduz a

—+o0 —+oo

HW)? > |pw+2km)*+Hw+m)* Y [plw+(2k+1)m)? =2 (208)

k=—o00 k=—o00
Como fizemos a escolha (198), (208) se reduz a
[HW)* + |[Hw+m) =2, (209)

que é a mesma condigao derivada em (163).

Como H(w) é definido em termos de {hx} em (183), a condicao (209) é na
verdade uma condigdo sobre os coeficientes de filtro {hy } para que {¢p(t—k) }rez
seja ortogonal.

De maneira semelhante derivamos as condigbes no dominio da freqtiéncia
para que as fungoes wavelets também satisfacam a condigao de ortogonalidade
por translagdo. Para que {u(t — k)}rez seja ortogonal serd necessirio que as
seguintes condicoes sejam satisfeitas

+oo
Y7 (w—2mk) =1 (210)

k=—o00

ou, de forma equivalente, como mostramos no caso andlogo das fungoes escala,
|G(W)]? + |G(w+m)]? =2 (211)

A relagdo (211) acima, por sua vez, impoe uma restrigdo sobre os valores de

{gr}-

Falta-nos agora derivar as condigboes no dominio da freqiiéncia para que
{o(t — k)} e (t — k) sejam ortogonais entre si. Ou seja, queremos

+oo
@ oe-1) = [ owuE- B =0 (12)
1 too .
- 3 | At (213)
1

= ), Z gb (w+ 27) (w+27rl)ej“’kdw (214)
71'

Para que tenhamos ortogonalidade, serd necessario que os termos Z[’i_w dw+

271)1h(w + 271) sejam identicamente nulos.

Z H(w + 27D (w + 271) = 0 (215)

l=—o0

Utilizando agora as relagoes (182) e (184), reescrevemos a condigdo (215) na
seguinte forma

oo

Z H(w —|—22ﬂ'l)$(w +227TZ)G(UJ +227rl)$(w —|—227rl

)=0 (216)
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i H(W' + 1)d(w + 7l)G(w + 7l)d(w +7l) =0 . (217)

l=—00

Como a relagdo acima é vélida para todo w’ = w/2, podemos substituir w’ por
w. E em seguida, mais uma vez, separaremos os termos pares (I = 2k) dos
termos {mpares (I = 2k + 1).

i H(w + 2km)d(w + 2k7m)G(w + 2km)d(w + 2k7) +
k=—oc0
i H(w+ (2k + D)m)p(w + (2k + 1)m)G(w + (2k + 1)m)d(w + (2k + 1)7) = (218)
k=—oc0

Lembramos mais uma vez que H(w), G(w) e qg(w) sao todos periédicos com
periodo 27. Assim, a equacao (218) fica na forma

-~

H(w)$(w)G(@)(w) + Hw + m)d(w + m)G(w+mdlw +m) =0 (219)
Se tivermos (E(w) = ¢(w + ) a equacdo (219) se reduz a

Hw)G(w)+ Hw+7)Gw+7)=0. (220)

Esta condicao deve ser satiseita para que {¢(t — k)} e {¢(¢t — k)} sejam orto-
gonais entre si. A condigdo (220) estabelece uma relagao entre os coeficientes
wavelet {g;} e aquelas da equagdo de dilatagio {hy}, através de (183) e (185).
Para encontrar uma relagao explicita entre os dois conjuntos de coeficientes,
precisamos resolver a equagao.

Por definicao sabemos que

+oo
/ ¢(z)dz =1 (221)

isto implica em termos (Z(O) = 1, e entdo, pela relagdo (182) teremos
H(0) = V2 (222)
Utilizando agora (222) juntamente com (209) teremos
H(r) =0 (223)
Utilizando agora a relagdo entre H e G, dada em (220), podemos concluir que
G(0) =0 (224)
Como G satisfaz a relagao (211), concluimos também que

G(m) =V2 (225)
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O fato de que H(0) = G(r), H(r) = G(0) e H(w)G(w)+H(w+7)G(w + 1) =
0 fazem de H e G um par de filtros complementares. Estes sao chamados filtros
conjulgados espelhados, pois suas respostas em freqiiéncia sao imagens espelha-
das com relagdo a freqiiéncia central 7/2 (também conhecida como freqiiéncia
de quadratura).

As condigoes (222) e (223) fornecem uma dica de que H possa ser escrito da
seguinte forma

14 e m
Hw) = (—5—)"Qw) (226)
onde m > 1 e @ é uma funcdo periddica de periodo 2w. Observe que, quando
w=m, ™ = —1, entdao H(r) = 0, conforme a restrigio em (223). Fazendo

agora w = 0, teremos €’ = 1, e portanto H(0) = Q(0). Para que a condigio
(222) seja também satisfeita, vamos exigir Q(0) = v/2. Além disso, exigiremos
também que Q(w) # 0, para que a multiplicidade da raiz de H em 7 néo seja
aumentada por Q.

Como fizemos a escolha em (226) ¢ interessante ver graficamente a forma da
funcao (%)m para alguns valores de m. Vejamos entao as figuras 22 a 24.

Podemos observar que quao maior o valor de m menor serd a banda passante
do filtro H.

magnitude
T

08t

06

04t

o2t

oo
=
=
2
S
©
E
=L
=

L
3n/a n

o
2
=L
2
s

Figura 22: m = 1.

E fécil observar que a equagao (220) é satisfeita para a seguinte escolha de
G(w)
Gw)=MNw)H(w+7) , (227)

onde A\(w) = —A(w + 7) é uma funcdo periédica de perfodo 27 e |A(w)[? = 1.

Observe que a escolha feita acima nao especifica unicamente um G ou uma
wavelet, temos a liberdade de escolher fungoes periddicas de periodo 27 e de
médulo unitério. Podemos, por exemplo, escolher A\(w) = —e ™%, mas sempre
tendo em mente que outras escolhas sao igualmente possiveis. Com tal escolha,
G sera da seguinte forma

G(w) = —e“H(w + ) (228)
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magnitude

oo
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Figura 23: m = 4.
magnitude
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Figura 24: m = 16.
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Escrevendo H(w) explicitamente usando (183), teremos

G(w)

. hk .
—e Iy T el Wtk (229)
—~ 2
E hk —jw\ jwk jrk
= k ﬁ(ie J )6'] 6'] (230)
hy 1-k_ —j(1—
-1 J(-k)w 231
B T (231)

_ (_1)n,h1_n e—jwn
= Zﬂ: — % (232)

Comparando o resultado de (232) com a defini¢ao de G em (185), imediatamente
identificamos os coeficientes g,

gn = (_l)nhl—n . (233)

Uma vez que a fungdo escala ¢ é conhecida, os coeficientes {hy} sdo obtidos
calculando o produto interno entre ¢ e ¢1 . Por sua vez, os coeficientes {gy}
serdao obtidos pela relagdo (233). Através da equagao (66), podemos calcular a
funcao wavelet. Por outro lado, se conhecemos os coeficientes {hy}, podemos
achar a fungao escala resolvendo, para tanto, a equagao de dilatagao (65).

10 Funcoes no Dominio da Freqiiéncia

Na sessao anterior, vimos anteriormente a representacao das funcoes escala e
wavelet no dominio da freqiiéncia. Foi também mostrado a equivalencia entre
a resposta em freqiiéncia de filtros digitais e a respresentacao em freqiiéncia da
relagao de dilatacao. Iremos aqui mostrar como podemos aplicar os mesmos
conceitos na representagao de fungdes no dominio da freqtiéncia.

Seja uma funcio f em L?(R). Podemos supor, sem perca alguma de gene-
ralidade, que esta fung@o pode ser bem representada no subespaco V5. Chama-
remos aqui de f a representacdo de f em Vjp, ou seja, fO = Py, f. Como, pela
AMR, sabemos que V;1 C Vj, e em particular, Vo C V_;, podemos também
representar f em V_;, sem perder informacao alguma, f° = f~L.

Tomemos entdo o seguinte conjunto de fungdes {¢o x }rez como base para o
subespago Vy e {¢1,x}rez como base para V_;. As projegdes f%e f~! podem
ser representadas da seguinte forma

1o = Z a0, kPok = Z ao,kp(t — k) (234)
k k

Fr=Yaawdan=> a1xp(2t — k). (235)
k P
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Para obtermos a representagao no dominio da freqtiéncia, tomemos a trans-
formada de Fourier (definida em (5)) das equagdes acima

o= Y aprdw)e " (236)
k
= o) age " (237)
k
= §(w)Ao(w) (238)
—1 _ a—iﬁk
7 = Za_1,k§e 2 (239)
k
5 —i%k
= =) a_jre '? (240)
9 - 1,k
= HWA(5), (241)
onde definimos _
A;(w) = a e (242)
k

A representacao em freqiiéncia de uma funcao qualquer, nada mais é do que o
produto entre a representacao em freqiiéncia da fungao de base e a representagao
em freqiiéncia do filtro de coeficientes a; .

Seja f7 a projegao de f em um subespago V;, teremos

fi= zk:aj7k¢j,k (243)
Fo= > audin (244)
- Xk:aﬁkgg@jw)eﬂj‘”k (245)
R S (210
A . (247)

Vejamos agora como ¢ possivel representar A; em fungao de A;_;. Para
tanto, tomemos o exemplo de Ay, dado em (238), e A_; em (241). Apliquemos
a equacgao (80) a Ay e obteremos

Alw) = Z(Zhna—172k+n)€_iwk (248)

k n

> ha > aigkin)e” " (249)
n k
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fazendo a substituicao m = 2k + n,

Z hn Z a,1’2k+n)€_iwk (250)
n k
Zhnza—l,m)eiiwm/2eiwn/2 (251)

A(w)

- ZhnA_l(%)ei“m/Q (252)
- A,l(%)Zhnem/2 (253)
= AL(H(3) (254)

Voltando agora na representacio de f° no dominio da freqiiéncia (238) e
utilizando o resultado obtido acima (254), temos

o= $(w)A(w)w ) (255)
= GWAL(HH(-T) (256)
= H(S)H5)A(5)H(-3) (257)
= G(HAL(GIH(G)H(S) (258)
= [HG)I/ M H (=)l H e/ (259)
= [HGIHS)IF (260)
= [HGPF, (261)

onde empregamos que |H(w)| é uma fungdo par, o que pode ser facilmente
verificado pela prépria definicdo de H(w) em (183). De maneira geral, teremos

P=HGPP. (262)

Acabamos de obter uma relagdo entre a representagdo em freqiiéncia da
projecao de uma funcao f em dois subespacos subseqiiéntes. Se conhecemos
a transformada de Fourier da funcdo em uma dada escala, e sabendo quais os
coeficientes de escala, podemos obter a representagdo em freqiiéncia em uma
escala subseqliénte, basta para tanto utilizar a relagao (261).

De maneira analoga podemos derivar a representagao no dominio de Fourier
dos detalhes perdidos ao se passar de uma resolucao para a sua subseqiiénte.
Como vimos, a ARM fornece a seguinte relacao entre os subespagos subseqiiéntes
Vi_1 = V; & W;, de forma que sendo f~! € V_; e f9,6° € Wy, temos a relagio
f~t = 9+ 6° Mostramos acima como ¢ possivel obter J}b com base em f_l.
Mostraremos agora como obter V. Utilizando (81), podemos escrever §° como
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uma combinacao linear de funcoes wavelet ;i

60 = Zdo,kﬁ/o,k . (263)
k
Tomando a transformada de Fourier da equagao acima, teremos
O = Zdo,k{b\(w)e*mk (264)
k
= Pw)d dope " (265)
k
= Pw)Dw), (266)
onde definimos
D(w) = dore ™" . (267)
k
Utilizaremos agora (184) em (266),
= DW)G(5)6(5) (268)

Os coeficientes de wavelet d; ;, sdo dados pela relagao (84)
dog =) Gn—12kn - (269)

Substituindo em (267)

D(w)

Z Zgna_172k+ne*iw’“ (270)
k n

Z Gn Z a_1,2k+nefi“’k (271)
n k

e agora fazendo a substituicao m = 2k +n

Dw) = Y gnY a_yme Wm=m/2 (272)
= D gn Y a_ime TmelEn (273)
= Y mAa(He" (274)
_ ; w ign
= A T (275)
w w
= Aa(35)6(=3) (276)

O resultado obtido (276) pode agora ser utilizado em (277), obtendo, assim

& = AL(5)6(=5)6(5)6 (5

. 5)G(5)8(3) - (277)
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Fazendo uso de (241) e do fato de |G(w)| ser uma funcao par, obtemos
w o~
O =GP (278)

Se utilizarmos agora os resultados obtidos em (261) e (278) teremos o se-
quinte

fro= (279)
= [HGPF +I6()PF (280)
= FUHGP+IEG)P) . (281)
ou seja,
HG)P+IGE)P =1 (282)

11 Transformada Wavelet Continua

Vamos aqui analisar alguns aspectos da transformada wavelet continua ja anteri-
ormente introduzida em (3). Iremos sempre supor que 1 € L?(R), e além disso,
a wavelet deve satisfazer a condigdo de admissibilidade também mensionada
anteriormente em (4)

Cyp = 27r/ w| ™M (W) Pdw < 0. (283)

Essa condicao assegura que 12(0) = 0 ou, equivalemtemente, [ (¢)dt = 0 deve
ser satisfeito. Além disso, veremos posteriormente que esta condigdo assegura
a convergéncia da representagao de uma funcao qualquer em termos de sua
transformada wavelet.

Uma familia de fungdes {95} é gerada por dilatagdes e translacoes

1 t—u

Vs,u(t) = |s[729(

. ), (284)

onde s,u € R, s # 0 (note que nio estamos aqui restringindo s como negativo

ou positivo). Iremos também considerar [|¢| = 1. A transformada continua
wavelet, com relagao a familia dada acima é definida
ch($7 u) = (ch)(sa u) - <fa ¢s,u> (285)
+oo
- [ v (256)
—o0

Foo 1 t—u.
/ FOls (= 0d . (287)

oo S

Note que [Wef(s,u)| < [If]l
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A funcao f pode ser recuperada através da sequinte féormula

+oo +oo
f=cpt [ s dsdu (258)

que iremos demonstrar a seguir. Para tanto, consideremos f,g € L?(R), para
as quais teremos

/ N / N l2<ch )(5,u) (Weg) (s, u)dsdu =

[T S st

U atist b s =

/+°° /m Hlon [ T Ter o)

{7 / ()32 th(sw’) e “dw' Ydsdu (289)

onde utilizamos a identidade de Parseval (veja apendice A). Fazendo agora

Fy(w) = |s]2 f(w)i(sw) e Gs(w) = [s]2§(w)d(sw), temos

(289) / o / o 312{ / Fy(w )e*jw“dw}{% / Go(W')e?  dw' Y dsdu(290)

Os termos entre chaves podem ser vistos como (27r)_1/ 2 vezes a transformada
de Fourier de Fy(w) e Gs(w).

+o0o +oo
(290) / / %f ()f (w)duds (201)

Aplicando mais uma vez o teorema de Parseval, teremos

(291) /ﬂo /Ho L P )G (w)duds (292)

Substituindo agora Fs e G

+oo +o0 R
(202) / / lsl Pl w51 ) (su)duds = (203)
+oo +oo
/ / lsl Fl)gCa) 1(su)Pduds (204)



Pelo teorema de Fubini, a ordem de integracao pode ser invertida, entao

+oo - +oo R
o= [ Fgta( @w(su)ws)du: (205)
“+o0 7 “+oo R
or [ ([ el )Pt = (296)
Cy(f.9) - (297)

Concluimos entao que

+oo  ptoo -
/_ /_ ?Z(WCf)(S’“)(ch)(S»“)dsdu = Cy(f.9) - (208)

Podemos ler a férmula (298) da sequinte maneira
L +oo +oo 1
et [ ] s gidsdu = (1.9 (299)

+oo +oo
f=ct [ ) [ ) S%(ch)(s,u)wwdsdu. (300)

Vemos aqui a importéncia da condigdo de admissibilidade imposta em (283).
Esta condigao deve ser satisfeita para que seja possivel ter (300).

12 Transformada Wavelet Discreta

Para obtermos a transformada wavelet discreta, devemos restringir os valores
de s e u em (284) um conjunto discreto de valores. Por conveniéncia, na dis-
cretizacao, iremos restringir s a assumir apenas valores positivos. Com tal rs-
tringdo, a condi¢do de admissibilidade em (283) tomara agora a seguinte forma

oo N 0 N
Cy = / o (w) [P = / ) P (301)

Vamos restringir s e u da seguinte forma: s = sf) eu= kuosg, onde 7,k € Z.
S0 € ug sdo fixos, escolheremos sg # 1 e ug > 0. by deve ser escolhido de forma
que as fungoes ¥ (t—kug) “cubram” todo o tempo. Para valores diferentes de j a
“largura” da fungao saj/zw(so_jt) é 5% vezes a largura de 1(t) (usando a medida
largura(f) = [[ 2| f(t)|2dt]/?, onde assumimos que [ t|f(t)|?dt = 0), devemos
entao escolher u = kuosg, e assim garantiremos que as wavelets discretas na
resolugdo j “cubrirdo” o eixo do tempo da mesma forma que ¥(t — kug). As
wavelets discretas terdo entao a seguinte forma

J
t— kuoso

J
ap

bin(t) = 55779 ) = 557257t — kuo) - (302)
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Queremos representar uma fungao qualquer f em termos das fungoes wave-
lets discretas, através dos coeficientes (f, 1, ). Esta representacao deve ser tal
que esses coeficientes caracterizem completamente a funcao f, e ainda mais, a
reconstrucao de f a partir desses deve ser numericamente estavel. Veremos que
a escolha de i admissivel e sg e ug apropriados garante a existéncia de ﬁj’k de
forma que a reconstrucao de f se dé da seguinte forma

= dimin (303)

gk

Para que os coeficientes caracterizem bem uma funcdo f qualquer em L?(R),
é necessario que estes determinem univocamente a func@o, ou seja, se temos
(f1,%jx) = (f2,%; k) para todos j,k € Z, entao f1 = fs, ou, de forma equiva-
lente, se (f,%;x) = 0 para todos j,k € Z, entdo f = 0. Sendo isso satisfeito,
teremos uma boa caracterizacio das fungoes em L?(R) em termos dos coefici-
entes (f, ;). No entanto, queremos ir além, queremos que a representagéo de
f em termo dos coeficientes seja tal que exista um algoritmo numericamente
estavel para reconstruir f a partir dos coeficientes (f, ;). Podemos ver esse
processo de representacao em termo dos coeficientes como um mapeamento de
L?(R) em [%(Z) . Queremos também que o espaco das seqiiéncias possua uma
topologia, de forma que seja possivel garantir que se temos duas seqiiéncias
((f1,Y56))jkez € ((f2,%)k))jkez € se estas estdo “préximas”, entdo fi1 e fo
também estdo “préximos”. O espaco L?(R) ja possui uma topologia, por se
tratar de um espago de Hilbert. Vamos entdo escolher para [2(Z) uma topolo-
gia similar, de forma que a distancia entre duas seqiiéncias, ¢! = (cj1 5)jk inZ €
= (c?,k)j,k inz, seja dada por

le =2 = 3 fel i — 2yl (304)
jkEZ

Veremos que uma escolha adequada de ¢ (uma funcdo ¢ que possua um
decaimento consideravel em tempo e freqiiéncia e possua média nula) e valores
para as constantes de dilatacao e translagao tais que sg > 1 e ug > 0 garantem
que

> Wfwiml® < BISIP - (305)
gk
Esta inequagao garante que se uma dada funcgao f for tal que seu médulo || f||?
for pequeno, entao, sua representacao em termos dos coeficientes de wavelets
serd tal que >, 4 [(f, ¥ )|? também serd pequeno.
Para termos estabilidade, serd necessario que dado ik |(f,;.k)|? pequeno,

tenhamos || f||? também pequeno. Em particular, deve existir a < oo tal que
> IS ¥;k)|? < 1implique em || f||* < a. Tomando um f € L?*(R) arbitrario,

512(Z) é o espago das seqiiéncias em que, dada uma seqiiéncia {c; };cz, teremos >_, ¢; < oo
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podemos definir f = 2,5 1CSs ¥;1)|?]"Y/2f Para f definido desta forma, tere-
mos 3.1 [(f, Yir))? <1, e entdo || f||> < . Mas isto significa que temos

Z| L) PP < (306)
ou, equivalentemente,
AFIP <D 1 ) P (307)
.k

onde A = a~! > 0. Se esta condicdo (307) for satisfeita para todo f, o critério
de estabilidade sera satisfeito.
Combinando as equagaoes (305) e (307), teremos

AP < DI < BIFIP (308)
gk
para todo f € L?(R). Em outras palavras, o conjunto {1;  }; ez constitui um
frame.

13 Transformada Wavelet Discreta com Fator
de Escala Qualquer

Conforme vimos na sessao 12, no caso da Transformada Discreta, iremos restrin-
gir os fatores de escala e translagao. O fator de escala serd da forma s = s}, onde
J € Z e 5o deve ser tal que so # 0. O fator de translacao dependera do fator
de escala, da seguinte forma u = kugs), onde by > 0 e k € Z. A transformada
discreta de wavelets tera entao a seguinte forma

bya(t) = sy (L R0y _ il it ) (309)
80

Podemos seguir o mesmo desenvolvimento adotado na sessao 9 e derivar
algumas propriedades no dominio da freqiiéncia. Usando a fato dos espacos
gerados pelas fungoes serem espagos encaixantes, fato derivado das propriedades
da andlise em resolugoes multiplas, podemos usar V;1 = V; @ W; para escrever
uma funcao qualquer em V; ou em W; como uma combinacao linear de funcoes
em Vj41. A fungdo escala ¢ pode entdo ser escrita como uma combinagao linear

de funcoes {¢_1,.},

o(x) = 85/2 Z hrd(sox — kug). (310)

Tal relacao, no dominio da frequen01a é reescrita como
ow) = s > |50\ Je kot (311)
= sgl/? Z hid(—=)eTkuow/s0 (312)
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Podemos entao definir

= Z hkeijkuow (313)
k
e assim (312) pode ser reescrita na forma

Dw) =g PH()O). (314)

Seguindo os mesmos passos, definiremos

w) = gre 0w (315)
k

e a relagao entre a wavelet e a fung@o escala no dominio da freqiiéncia sera dada

por
-~ —1/2 W\, W

Dw) =50 *C()B(). (316)
So” S0

Podemos derivar algumas propriedades sobre os filtros H e G, assim como

foi feito na sessdo 9, a equagao (205) pode ser reescrita, no caso de uma fator

escala qualquer, da seguinte forma

Z 15 ~1/2 5 w+27rl)‘ @(w—l—Qﬂl)' (317)

+oo .
Z |p(w + 271)|?
l=—o0 l=—00
+oo
sot Y JHW +al)Plow + 7l =1 (318)

l=—o00

O algoritmo réapido para decomposi¢do também pode ser derivado da mesma
maneira em que foi derivado na sessao 6, tomemos para tanto a relagdo de uma
fungao escala em um subespacgo V| reescrevendo-a na base de V_;

Z hid—11( Z hkso (sox — kug) (319)

onde hy = (f, ¢_11). Consideremos a relagdo de escala e utilizemos o resultado
de (319)

Pmn(r) = 50 "P(sg"x — nuo) (320)
= sam/z Z hksé/2¢(sa(m71)x — (soupn — ugk)) (321)
i

= Z hi®m—1,s9n—k(T)- (322)
k
Como ap, n, = (f, ¢m,n), reescrevemos a férmula acima (322) e obtemos

n = Zhikamfl,smsza (323)
k
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o algoritmo rapido para obter os coeficientes de representagao de uma funcao em
uma escala a partir dos coeficientes da escala anterior. De maneira equivalente
obtemos os coeficientes wavelets

dm,n - Zgikam—l,son—k- (324)
k

Note que assim como anteriormente, a operagao de mudanca de escala pode
ser vista como uma convolucao do sinal com um filtro e uma subseqiiénte de-
cimacao. No caso em questao a decimagao serd de fator igual a sg. Se este
for um numero inteiro, nao haverao maiores problemas e poderemos facilmente
implementar o algoritmo rdpido em (323) e (324). No entanto, caso sg nao seja
inteiro, serd necessario adotar uma outra abordagem. (17; 16; 5; 9)

A decimagao de um sinal x por fator qualquer M é dada

v = (| M)z (325)
v(k) = x(Mk). (326)

Generalizando o resultado de sessdo 8 podemos derivar a relacao de decimagao
para o dominio da freqiiéncia. Facamos entao

V(w) = wv(k)e7F =" a(Mk)e 7% =Y " x(n)e 5 (327)

k k n

O somatério em n é apenas para n da forma Mk, ou seja, nao para todos os
valores de n. Facamos entao

Aw) = Y blk)e v (328)

k
k= Mn
1 w1 wim
= o > b(k)e k*M D> b(k)e I TER 4 (329)
k k
todo k todo k
1 .
+7 ST b(k)e IR £ (330)
k
todo k
1 . —1)2n
tap 2L blR)eIT Ok (331)
k
todo k
1 M—-1 ) s
= 3 S b(k)e Itk (332)
=0 k
M—-1 .
1 2mi
= — B — 333
M 2 (w+—7) (333)
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Utilizando a relagao obtida em (333) em (327), teremos

M-—1 .
V(w) = % ; X(7 + %) (334)

Podemos também generalizar o resultado para uma interpolagao por um
fator M, dada
- | uw(Mk) = v(k)
u=(1Mv= { u(nk) =0, n<M (335)

Podemos entao verificar quais as conseqiiéncias dessa interpolagao no dominio
da freqiiéncia

U(w)

Z u(n)e Ien (336)

= Z u(n)e 7w (337)
n = Mk

= Y u(Mk)e M (338)
k
> w(k)e Mk (339)
k
= V(Mw) (340)

No caso em que o fator de decimagao M for um ntmero fracionario, da forma
M = P/Q, poderemos escrever (| M) da seguinte forma

(L M) = (L P)(T Q) (341)
Dado um sinal z e v obtido pela decimacao de x
v=(Mz=(P)(1Q)= (342)

podemos obter a representacao na freqiiéncia, bastando para tanto tomar os
resultados de (333) e (340).

V(w) = (| PX(Qw) = = 3 x( 4 21 (343)

Consideremos agora o caso pratico em que temos um banco de filtros onde
o sinal ¢ filtrado por um filtro h e em seguida decimado, sendo esse processo
repetido varias vezes. Em algum momento teremos um sinal v que poderemos
dizer ser a versao decimada por um fator M de um sinal v’. O sinal v, por sua
vez, serd filtrado por h e subsequentemente decimado pelo mesmo fator M, ou
seja, y = h *v. No dominio da freqiiéncia podemos representar essas operagoes
da seguinte forma
Y(w) = H@)V(w) , (344)



mas sabemos que v = (| M)v’, e por tanto,

Vi) = 1 M_lv, w o 2mi 345
(W)—M; (M+ﬁ)' (345)
Aplicando (345) em (344) obtemos
1A w o 2mi

Y(w) = H(UJ)M £ VI(H + M) (346)
- iM*lH(me’)V’(i 4 2Ty (347)

M Z M M
= (I M)(H(Mw)V'(w)) (348)

Ou seja, podemos postergar a decimacao, bastanto para tanto escalar o filtro
pelo fator de decimacao. No dominio do tempo teremos

y = (L M)[((T M)h)*v'] . (349)

Ambas relagoes, (348) e (349), sdo validas para o caso em que M é da forma
M = P/Q, o que pode ser ficilmente verificado.
No caso em que M = P/Q a relagao (341) serd valida, e assim podemos
aplicé-la a (349)
y= (L P)(1 QI Q)1 P)h) v, (350)

Neste momento é interessante desvencilhar-mos do possivel problema com a
decimagao do filtro h, para tanto buscaremos generalizar o resultado obtido em
(134), mostrando assim que (| M)h * v é equivalente a h x (I M)v. Vamos
escrever entao a primeira relacao no dominio da freqiiéncia, fazendo o uso de

(334)

1= w | 2m
(MH@V@ = [ 3 B+ v e
=0
| M- -
= Mizo H(w+2mi)V(Mw) (352)
_ 4 M_lH V(M 353
= 3 X V0L (353)
—  H(w)V(Mw) (354)
= Hw)(T M)V(w)) (355)

Poderemos entdo aplicar a relagao obtida (355) & (350), obtendo assim

y=(P)(TQUU QT P)h)«v']= (L P)(T QT P)h) (T Q'].  (356)
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14 Fator de Escala Inteiro Maior que Dois

Um esquema de andlise utilizando uma fato de escala inteiro N maior que 2,
em geral, possui uma funcdo escala ¢ e N — 1 diferentes funcoes wavelets 1!,
[l =1,2,...,N — 1. A funcao escala deve satisfazer uma relacdo de escala e
translagao da forma

= Z end(Nz —n), (357)
que, sob o ponto de vista da freqiiéncia, é expressa como
~ W o~ w
p(w) = mo(ﬁ)qﬁ(ﬁ), (358)
onde 1
=5 > enet™. (359)

Sob a dtica da andlise em resolugoes multiplas, cada subespago gerado pelas
fungoes escala serd subsequentemente decomposto em um espaco de baixa re-
solugao mais N — 1 espagos de detalhes associados as N — 1 wavelets. Ou
seja, dado um V] 1 qualquer, este serd decomposto em VJ 1 = V &) VV1
VVJ2 Gb...8 WJN ! Fica ébvio entdo que tildeV;, le, ceey WJN e \/3_1. Desta
forma, todas as wavelets 1! podem ser escritas como uma combinacao linear de
¢o(Nz —n),

Z Ind(Nx —n) (360)

No dominio de Fourier, temos

Pw) = Y dhda)etn (361)
= S5, (362)

onde ¢ definido 1
== Z gle=ivn, (363)

Se assumirmos que ¢ e ! possuem suporte compacto, entdo mg e m; serdo
polinémios.

Queremos mostrar a ortonomalidade nos diferentes subespagos, faremos entao
um desenvolvimento andlogo ao que foi feito na sessao 9. Para que tenhamos
a ortonormalidade entre as fungoes da familia {¢(x — n)},cz exigiremos que
(p(z), p(x —n)) = o, Seguindo os mesmos passos em (186) a (192), teremos

+oo

27
o) ot —m) = g0 [ 3 A, (364
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onde definimos

A(w) = |(w + 2n1)[? . (365)
A escolha que garante a ortogonalidade é
+oo
> Aw) =1, (366)
l=—o0
pois
1 2 )
— TN = o - 367
21 ¢ ’ (367)

Tal escolha se reflete em mg da seguinte forma, usando &S\(w) = g/b\(%)mo(%)

I
—_

+oo
> [(w + 27D

l=—00

+oo
> 18w+ P mo(w + ZOP = 1 (369)

(368)

l=—o00

Separando nas varias fases, | = Nk, = Nk—+1,...,l = Nk+ N — 1, teremos

“+oo
> |d(w + 27k)*[mo(w + 2k)|* +
k=—oc0
+oo
> |¢w+27rk+—)| |mo(w + 27k + N)P S+
k=—o
—+o0
~ o2r(N —1 o2r(N —1
3 1w + 2mk + TN =Dy ot omk+ N =Dy ey
L N N
N—-1 +4oco
~ 211
1=0 k=—o00

~ 21 21
1=0 k=—o0
e 2mi
1 = Z |mo ( w+— )2 Z |o(w + 27k + 22
=0 k=—oc0
e 2mi
1 = —_— 2
> ol + P, (372)

o que é a condicao de ortonormalidade sobre my.
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Para que cada uma das familias {¢!(t — n)}nez, [ = 1,...,N — 1, seja
ortonormal, iremos exigir que (1!, 9! (x —n)) = 6(n). De forma semelhante ao
desenvolvimento anterior, escolheremos

2 - 27l 27l
3 Bt P bl + TR =1 (373)

ol _ Tw w < .
Usando agora ¢'(w) = ¢(N)Ti”(ﬁ) e fazendo a separagdo nas diversas fases,
chegaremos a seguinte conclusao

o
> muw+ SO =1, I=1,.. N1 (374)

Devemos, além de exigir a ortonormalidade dentro uma familia, exigir a
ortogonalidade entre familias diferentes, para que assim os subespagos V e Wl

sejam ortogonais entre si, e também para que os subespagos le e WJZ sejam
ortogonais se [ # I’. Para termos ortogonalidade entre V; e le é necessério que

6@, ¥z —n)) = 0
/ o(z fon) =0

1 o > wn _
—ﬂ_/_oo d(w)Pt(w)e™dw = 0
1 21 o0

o > Gw + 2w + 2al)e M dw = 0, (375)
o
l=—0o0

e por tanto, devemos escolher

i d(w + 2wl (w + 271) = 0. (376)

l=—00

Escrevendo ¢ e 9! em funcao de mg e my, teremos

l_z:mg(w—%%vﬂ)mo( 27Tl)(;AS( +%ﬂ)ml(w+%ﬂ) =0
l;@@(w—&-i\fﬂ)ﬁmo(u)ﬁ-QNﬂ)mg(w—I—QNﬂ) = 0. (377

Separando as fases, teremos

g k;OJ w+ 27k + W)FWO(W + 27k + W)ml(w + 27k + %) = 0(378)
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mas myg e my sap periddicos de periodo 27 e por tanto podemos reduzir a equagao
acima a

211 211

ok + —)|? - -
EOk_Eioo (w+ 27k + N)| mo(w + N)ml(w—i— N) 0
N-1 S ——
2me 2mi 2mi
= = ok + —)? =
> maly+ hmilo+ 57) 35 (Blo+2nk+ T =0
N 1 - a
2 2
mo(w +ﬂ)ml( +%’):o. (379)
=0

. / ’ 7 .
A ortogonalidade entre 1! e ¢!, [ # I, nos levara, através de passos muito
semelhantes aos anteriores a seguinte condicao que deve ser satisfeita entre m;
e my

e i
> my(w+ —)ml/( +5) =0 (380)
1=0

Analisando as condigbes (372), (374), (379) e (380) podemos concluir que a
ortonormalidade dos diferentes subespacgos na andlise em resolugoes multiplas
implica me que a matrix N x N, M(w), com elementos da forma

Mlyk(w) =Mmj—-1 <w + %ﬂ(k — 1)) y (381)

¢ unitaria para todo w, ou sejam, a inversa de M é a transposta complexa
conjugada de M, M~' = M*. As linhas de M sdo bases unitérias, isto é, cada
linha possui tamanho unitario e produto interno Hermitiano nulo. De forma
similar, as colunas também sao bases unitarias. Na verdade, se tomarmos uma
base unitaria, a matriz cujas linhas ou colunas for essa base serd uma matriz
unitéria.

Tendo em vista os elementos da matriz M em (381), podemos reescrevé-la
como um produto de duas matrizes

M(w) = GE(w), (382)
onde os elementos de tais matrizes sao dados por

1
G = ——gt, 383
L,k \/Ngk: ( )

]. us
Elk( ) \/7 zl(w+%) (384)

paral=0,1,....M —1ek=0,1,...,N — 1. A matriz F estd completamente
definida acima (384), para projetar a matriz M é necessdrio entdo apenas espe-
cificar os coeficientes dos filtros na matriz G.

61



Através de uma simples anélise é facil constatar que a matriz F é de fato uma
matriz unitdria. Qualquer elemento do produto E(w)E*(w) pode ser escrito da

seguinte forma
N—1

Z (L)Zeil(w+2"#)67il(w+2kﬁ) _1 (385)
k=0 VN
e por tanto a matriz E é unitaria.
Para termos a condicao de ortonomalidade entre os subespacos, como vimos
acima, é necessdrio que a matriz M seja unitdria, ou seja, M (w)M*(w) = I,
mas, temos também

M(w)M"(w)

(GE(W))(GE(w))" (386)
GE(w)E* (w)G*
GG* =1,

onde usamos o fato de E' ser também unitdria. Concluimos assim que impor que
a matriz M seja unitdria, é equivalente a impor que uma matriz G seja também
unitaria. O projeto de bancos de filtros resume-se entao a achar uma matriz G
unitaria.

No caso em que a matriz G é 2 X 2, podemos escrevé-la como

Gaus = B Z] . (387)

Para que a matriz Ga,o seja unitaria serd nessarias que as seguintes condigoes
sejam satisfeitas

pp+tE=1 (388)
@@+ ua=1 (389)
pq + 17 = 0. (390)

Uma possivel escolha que satisfaz as condigoes (389) a (390) é a seguinte: p =
/2, q=e"/\2et=—q, u=pout=gq, u=—p. No primeiro caso, se os
coeficientes forem reais e § = 7/4, entéo teremos o caso equivalente a wavelet de
Haar. As matrizes 2 X 2 propostas, podem ser vistas como matrizes de rotagao,
no caso de Haar, terfamos uma rotacao de um angulo /4.

Se tomarmos agora o caso em que G é n X n, podemos tomar como exemplo
as matrizes ortogonais que promovem as transformacoes de Householder. No
espaco tridimensional, tal transformacgao é uma reflexao de um vetor em um
plano. Em espaco euclidianos genéricos, é uma transformacao linear que des-
creve uma reflexdo num hiperplano que contenha a origem. Para obter a matriz
da transformagao basta tomar um vetor nao nulo qualquer v e obter a matriz
da seguinte forma

VVT

Q=TI-27—. (391)

Desta forma, o numerador em (391) é uma matriz simétrica enquanto o de-
nominador é o quadrado da magnitude de v. Isto serd uma reflexao em um
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hiperplano perpendicular a v. No caso em que v for um vetor unitario, basta
fazer = I — 2vvT. Qualquer matriz ortogonal de tamanho n x n pode ser cons-
truida com um produto de nao mais que n matrizes de reflexao de Householder.

15 Fatores de Escala Nao-Inteiros

Uma das maneiras se obtermos uma melhor resolucao em freqiiéncia é tomando
fatores de escala menores que o usualmente escolhido fator de escala dois. Ob-
viamente o fator de escala deve ser maior que um, e por tanto, queremos um
fator de escala no intervalo aberto |1, 2].

E possivel existir bases ortonormais de wavelets para fatores de dilatagao
racional, como mostrado em (3). No entanto nao é possivel estabelecer uma
andlise em resolugoes multiplas (ARM) com fungoes ¢ e ¥ de suporte compacto.
Suponhamos que o fator de escala seja p/q onde p e ¢ sdo inteiros. Se levantarmos
a hipétese de que a ARM é vélida, entao teremos Vy C V_1, e exitem entao duas
seqiiéncias (¢1,n)nez € (Can)nez, tais que

o(z) = chm(gz —n), (392)
Pz —1) = Zczm(%’x —n). (393)

As equagoes em (393) podem ser reescritas da seguinte forma, tomando a
transformada de Fourier e manipulando alguns termos

Eotw) = (Z ) H(w), (394)

P5Cw) = e (Z ) Sw). (395)

Isto implica em
Z 1l = eIPe/a Z Con€’™. (396)
n n

Mas, se assumimos que as fungoes ¢ e 1 possuem suporte compacto, entao as
seqiiéncias (c1,,) € (c2,,,) devem ser necessariamente finitas. Se ambas sao finitas,
entdo na igualdade (396) temos polinémios em ambos os lados, e por tanto a
igualdade é falsa. Nao é possivel gerar um termo de freqiiéncia fraciondria, a
direita, com um numero finito de termos de freqiiéncias inteiras, a esquerda.
Em aplicagbes praticas devemos trabalhar com um nimero sempre finito de
coeficientes, para tanto devemos truncar a série em algum ponto, o que gerard
erro no resultado final.

Restringindo a anélise a fatores racionais da forma p/q. Estaremos nesse
caso lidando com bancos de filtros com mudanca no fator de amostragem por
uma fator p;/q; em cada um dos bragos. Interessante notar que, para que a
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densidade de amostras se mantenha a mesma ao longo do banco é necessario

que
N-1
qi

im0 Pi

=1, (397)

onde N é o ntimero de bragos no banco de filtros. A condicao (397) é a condigao
de taxa de amostragem critica.

% Py
_>®—> Ho —»@—» yO
ql pl

X_—>®—> H, —»@—» y1

—>®—> Huna —»@—» yN_l

Figura 25: Banco de Filtros com Decimagao Racional.

O banco de filtros esquematizado na figura 25 é um artefato que separa o
sinal em M canais através de filtragem e decimagao por fatores da forma p;/qg;.
O i-ésimo canal do banco de filtros contém as freqiiéncias na faixa

KkZ_o zz) " (;, 52) ”] (398)

No caso em que os bancos de filtros possuem dois ramos, teremos entao uma
interpolagao pode um fator g e outra por um fator p — ¢, e uma decimacgao pelo
fator p em ambos os ramos. O esquema do banco de filtros estd representado
na figura 26. Dado um banco de filtros de anélise em duas bandas conforme o
proposto, é necessario projetar os filtros FIR para anélise e sintese. Uma abor-
dagem analitica de como o fazer é descrita em (15) e uma abordagem numérica
pode ser vista em (23).

q

p
q p O—{H F=O—x

Y
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©

O O

Figura 26: Banco de Filtros Iterativo com Decimacao Racional.
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Para obtemos uma anélise racional devemos claramente, em cada ramo, ter
uma interpolagao ou decimagao por um fator racional. Se assumirmos que
um sinal z(t) é limitado em freqiiéncia, entdo este pode ser reconstruido sem
erro a partir das suas amostras x(n7), para tanto usando a relagdo de Nyquist
z(t) = >, x(kT)x(t/T — k) onde x(t) = sen(nt)/(wt). Mudar o perfodo de
amostragem de 7 para pr/q fornece entao

x (pm> = a(kr)y ("pq_kq) (399)

k

A equagdo acima apenas estabelece que para se obter as amostras em ins-
tantes de amostragem da forma p/qnr é necesséario primeiramente realizar uma
interpolagao (upsample) por um fator ¢, posteriormente filtrar pelo filtro bassa-
baixas G(z) = Y., x(k/q)2~", e finalmente realizar uma decimagao (downsam-
ple) por um fator p. Teremos desta forma

yln] =D glnp — kqlak). (400)
k

Vejamos um exemplo direto, a implementagao de um banco de filtros com
fatores de conversao da taxa de amostragem 2/3 e 1/3., conforme esquemati-
zado na figura 27. Como podemos observar na figura 28, através da andlise

Figura 27: Banco de Filtros com fatores 2/3 e 1/3.

da informacao espectral do sinal ao longo do banco, que a reconstrucao per-
feita é atingida na condigdo de se utilizar filtros ideais (com coeficientes reais).
Em alguns casos é possivel obter a reconstrugao perfeita, embora exista um
embaralhamento em freqiiéncia (17).

16 Particionamento do Subespaco com mais de
uma wavelet

Como mostrado no artigo de A. Cohen e I. Daubechies (??7) e também na sessao
15, fatores de dilatacao nao inteiros nao podem gerar uma andlise em resolugoes
multiplas com fungoes escala de suporte compacto. Uma segunda alternativa
para se obter uma melhor resolugao em freqiiéncia é utilizar mais de um espaco
de detalhes, ou seja, se temos um fator de dilatacao N, utiliza-se entao uma
fungao escala ¢ e N — 1 diferentes wavelets ¢, [ = 1,..., N — 1. Tais fungoes
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Figura 28: Anélise espectral do sinal ao longo do Banco de Filtros.
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devem satisfazer relacoes de escala semelhantes ¢(z) = >, c,¢(Nz — n), ou

equivalentemente, na freqiiéncia, qAS(w) = mo(w/N )gg(w/N ), onde assumimos
aqui mo(w) = N713" ¢,e™m. As diferentes 1, podem ser escritas como com-
binagéo linear de ¢(Nz — n). Existe, no entanto, polinomios trigonométricos
my de forma tal que @(w) = ml(w/N)gg(w/N). Para que m; sejam de fato po-
lindmios, é necessario assumir suporte compacto das funcoes ¢ e ;. Para que
tenhamos ortonormalidade nos diferentes subespagos na analise em resolugoes

multiplas é necessario que a matriz N x N, M (w), cujos elementos sao da forma

Mlk(w) = ml_l(w + %(lﬂ — 1)), (401)
seja unitaria para todo w, ou seja, a transposta conjugada de M é a proépria
inversa.

Para um valor de N qualquer, a mudanca de um subespaco V; para um
subespaco de resolucao mais grosseira V1, corresponde a salto de loga IV oitavas
em freqiiéncia, ja que o fator de dilatagao entre as duas resolugoes é N. Cada
uma das wavelets i; corresponde entao, em média, a uma largura de banda de
(N —1)"tlogaN. Para N = 4, por exemplo, terfamos 3 wavelets para duas
oitavas, correspondendo a uma média de % oitavas por wavelet, o que é melhor
que a relacao de uma oitava por wavelet obtida com N = 2.

No artigo de A.. Cohen e I. Daubechies (?7), ilustra-se um processo de con-
trugao de uma base wavelet com fator de dilatacao 4, dada uma base ortonormal
wavelet para o fator de dilatagao 2. Para tanto referenciaremos as wavelets com
fator de escala 4 com um til sobre as letras e as sem o til serao utilizadas para
designar aquelas cujo fator de escala é 2. Os polinémios trigonométricos pode
entao ser dados

mo(w) = mo(w)mo(2w), (402)
mi(w) = mo(w)mi(2w), (403)
me(w) = my(w)my(2w), (404)
ma(w) = my(w)me(2w), (405)

onde m (w) = e“mo(w + ) e mo(w) é um polindmio trigonométrico associado
a uma base ortonormal wavelet com N = 2.

Um banco de filtros para o esquema de decomposi¢ao proposto acima é
ilustrado na figura 29. O banco é constituido por quatro ramos, mas como o
fator de decimacao é 4, a densidade de amostras ao longo do banco é mantida
constantes.

Tomando o caso mais simples, teremos mg(w) = (1 +e~™), o que nos d4
as wavelets de Haar. Para tal escolha de mg, m; serd dado por mi(w) =
e™ (1 —e™). Os coeficientes para mg sio sabidamente [v/2/2,v/2/2] e para m;
sao [v2/2,—+/2/2]. Podemos facilmente calcular os coeficientes para 7y, i =
0,1,2,3. Teremos respectivamente: [1/2, 1/2, 1/2, 1/2],[1/2, 1/2, —1/2, —1/2],
[1/2, —1/2, —1/2, 1/2], [1/2, —1/2, 1/2, —1/2]. A matriz de coeficientes M,
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Figura 29: Banco de Filtros com fator de escala 4.

pode ser dada entao

1/2
1/2
1/2
1/2

M.

e os polinémios trigonométricos para o caso em questao serao dados por

1o (w)
mi(w) =
12 (w)
T3 (w)

As respostas em freqiiéncias

/2 12 1/2

/2 —1/2 —1/2

“1j2 12 12 | (406)

—1/2 12 —1)2
1 +e—iw _|_e—i2w _i_e—i?m;7 (407)
eiw + eiQw _ ei3w _ ei4u.:7 (408)
eiSw o €i4w o 6i5w + eiﬁw’ (409)
—14e™ few e, (410)

dos filtros acima especificados, nas equagoes

(407) a (410), sao graficamente ilustradas na figuras 30, 31, 32 e 33, respectiva-

mente.

E facil verificar que filtros da forma especificada em (405) fazem com que a

matriz M dada em (401) seja de

fato unitéria.

A funcao g?) correspondente ao filtro mg pode ser dada por

H(w)

[[ 704 w) (411)
j=1
[imo@ % w)me (22 w)] (412)
j=1
[[rm0@7w) = é(w), (413)

ou seja, ¢ = ¢. As funcoes de base dos subespacos ¢ sio equivalentes as funcoes
de base ¢, isso significa que o espago gerado pelas primeiras fungoes ¢ equivalente
ao subespago das segundas, ou seja, Vo = V. Seguindo o mesmo principio, os

68



magnitude magnitude

Figura 30: Resposta em Freqiiéncia  Figura 31: Resposta em Freqiiéncia
do Filtro my. do Filtro my.

magnitude magnitude

phase phase

Figura 32: Resposta em Freqiiéncia  Figura 33: Resposta em Freqiiéncia
do Filtro ms. do Filtro ms.

espagos ‘7] gerados por fungoes q~5(4’j x — k) séo equivalentes a subespagos V,,
onde o indice m ¢ um ntimero par, tendo entao V; = Va;.
As funcoes wavelets 1!, [ = 1,2, 3 sdo dadas por

d(w) = m()a(5), (414)

em particular,
P = m(mo)a) (115
= mi(5)6(5) = o), (416)

entdo P! = . Como a funcao ¥ é em esséncia uma fungao de banda de
oitava, assim também sera 1[), por conseguinte. Este fato mostra que a primeira
suposicao de que a largura de banda média por wavelet fosse de % de oitava
era, em verdade, ingénua e erronea. A funcéo 1/?1 possui a mesma localizagao
em freqiiéncia que a funcao ¥. Por outro lado, as duas wavelets remanessentes,
Y2 e 13, que ndo estavam presentes no caso do fator de escala 2, possuem sim
uma melhor localizagao em freqiiéncia. As duas, juntas, sao responsaveis por
uma oitava, o que nos leva a crer que sejam de fungoes de largura de banda de
% oitava aproximadamente, mas com certeza, menor que uma oitava.
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As fungdes 12 e 1) geram espagos Wj? e V~VJ3 que juntamente com V~le = Wy;
complementam V; = Va; em relagio a V;_; = Vaj_o,

Vioi = VieW eW!eW? (417)
Vajoz = Vo @Wo @ W oW (418)

Como Va; & Wy = Va;_1, segue que V~Vj2 ® V~Vj3 = Wy;_1. Todo subespaco da
forma Ws;_1, de indice impar, serd dividido em dois subespacos de aproxima-
damente % banda de oitava.

17 Matriz Polifasica Para Conversao Racional
da Taxa de Amostragem

Os sistemas mais simples com multiplas taxas de amostragem sao aquele com-
posto por um simples decimador M : 1, preserva uma a cada M amostras,
descartando as demais, ou aquele constituido por um tnico interpolador 1 : L,
acrescentando L — 1 zeros entre pares de amostras consecutivos. Geralmente
utilizamos filtros passa-baixas no lado de menor taxa de amostragem, por exem-
plo, filtros anti-aliasing, anti-imaging e filtros quadraticos espelhados (quadratic
mirror filters) em decimadores, interpoladores e codificadores de sub-banda, res-
pectivamente. Os casos mais simples de interpolador e decimador podem ser
visualizados nas figuras 34 e 35. Observe que no caso do decimador, a cada
M amostras computadas pela filtragem pelo filtro F(z), M — 1 sao despreza-
das e apenas uma é mantida. De forma semelhante, no interpolador, a cada
L amostras na entrada do filtro G(z), L — 1 sdo nulas, e por tanto dispensa-
riam qualquer cédlculo. Esses fatos devem ser considerados ao se implementar
os filtros, de forma a diminuir o esforgo computacional, nao realizando calculos
desnecessarios.

F(z2)—{M

Figura 34: Decimador M:1 com filtro anti-aliasing F(z).

L G(z)

Figura 35: Interpolador 1:L com filtro anti-imaging G(z).

Os filtros F(z) e G(z) podem ser decompostos em suas M e L fases, res-
pectivamentes. Suponhamos que F(z) = foz° + fiz7t + faz ™2 +... e G(2) =
902 +g127 1+ g2272+. ... F(2) pode ser dividido em suas M fases da seguinte
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Jo + frzm 4 far P 4 (419)

= [for" + fuz M+ fonrz M+ ]2 +
[f12° + furrz ™+ foprpr 27?2 M + . )27+
[fo2® 4+ farsez™ + forrgpoz ™M+ 2724+
Fvr12® 4 farenr—12™ M+ forrong1272M 0 ]~ MED

= FMEM)0 4 FM(M) 4 EM (M) 72 4 FM (M)~ (M D),
De maneira analoga, fazemos
G(2) = GE (") + G (M) + GE (M) 72 + ... GE_ (5) 77D (420)

Verificamos agora que F'(z) e G(z) podem ser implementados de forma que
cada fase seja computada em paralelo, conforme esquematizado nas figuras 36
e 37. A resposta ao impulso do i-ésimo subfiltro, FM ou G, é uma versao

subamostrada da resposta ao impulso do filtro, F' ou GG, atrasada de 7 unidades.

— F(2" M

~-(M-1)

Figura 36: Implementacao em paralelo do filtro F(z).

L G.(z")

— G.(z") —| z

~(L-1)

L~ G ()} Z

Figura 37: Implementagao em paralelo do filtro G(z).
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Como os subfiltros FM (2M) e GE(2%) sdo funcio de zM e 2L apenas, eles
podem ser subamostrados e trasferidos para o lado de menor taxa de amos-
tragem, sem alterar a relacdo entrada-saida do sistema. A nova estrutura estd
esquematizada nas figuras 38 e 39. O ntmero total de coeficientes dos filtros
continua o mesmo, mas como agora os filtros atuam numa extremidade de me-
nor taxa de amostragem, o numero de computagoes artitméticas necessarias é
reduzida por um fator M ou L.

IM F,(2)

12 M F(2)

z(M—l) . l M EAI‘:(Z)

Figura 38: Segunda implementacao em paralelo do filtro F(z).

G.(z) —{tL

—{ Gi(z) 1L z*

~(L-1)

L G,(z) =1L

Figura 39: Segunda implementacao em paralelo do filtro G(z).

Na figura 40 apresentamos o esquema de um sistema de conversao de taxa
de amostragem por um fator racional L/M, onde L e M sdo mutualemte primos
(o maior divisor comum entre ele é 1). O filtro H(z) faz o papel de filtro anti-
aliasing e anti-imaging ao mesmo tempo, e para tanto, sua freqiiéncia de corte
deve ser o minimo entre as freqiiéncias de corte de um filtro anti-aliasing e a de
um filtro anto-imaging. Ao longo do sistema podemos verificar a existéncia de
trés distintas freqiiéncias de amostragem, Fy,, LF, e (L/M)F,.

Na forma ilustada na figura 40, o filtro H(z) estd atuando sobre a taxa
de amostragem mais alto do sistema. Como vimos anteriormente, podemos
decompor H(z) e mové-lo para um dos lados de menos taxa de amostragem.
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x[n] ylk]
—> TL » H(z) > lM —
Fx LFx LFx (L/M)Fx

Figura 40: Conversao da Taxa de Amostragem L/M.

Sendo o filtro H(z) um filtro FIR, o esfor¢co computacional serd reduzido por
um fator de L ou M vezes, dependendo do lado para o qual o filtro for movido.

Utilizando as identidades da figura 41 podemos mostrar equivaléncia dos
sistemas representados na figura 42. Poderemos também utilizar a equivaléncia
entre decimacao seguida de interpolagao e interpolacao seguida de decimacao,
quando os fatores de interpolagao e decimacao, M e L, forem primos entre si,
conforme ilustrado na figura 43.

—»iM

Y

—G(z")—{{M—

G(z) —

A

G(ZY —

— G(2) I — = —lL

Figura 41: Identidades de Sistemas de Multiplas Taxas de Amostragem.

— 7P > Tl_ > *M > z+q—>
I
—_ TL > Z—pL+qM > iM S

Figura 42: Dois Sistemas Equivalentes.

O sistema ilustrado na figura 40 pode ser decomposto em duas formas dife-
rentes utilizando para tanto uma das implementagoes ilustradas nas figuras 38 e
39. Os sistemas obtidos apds a decomposigao polifasica estao representados nas
figuras 44 e 45, onde cada um dos bragos é constituido por mu filtro H (z) ou
HE(2) e um atraso 2, 0 < i < M ou 29, 0 < j < L, situado entre decimadores e
interpoladores. Se L e M sao mutuamente primos, entao para qualquer inteiro
i, 0 < i < M, existe um numero p;, 0 < p; < M, tal que (p;LmodM) = i.
Por tanto, p;L = i 4+ ¢; M para algum ¢;, 0 < q; < L e entao, i = p;L — ¢; M.
Desta forma, cada um dos atrasos das figuras 44 e 45 podem ser dismembrados
e deslocados, conforme a figura 42. O interpolador e o decimador tornam-se
entao adjacentes, podemos assim trocar a ordem em que aparecem, conforme
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x[n] ylKk]
—> Tl_ > iM —
Fx LFx (L/M)Fx
1]

[n] yIKk]
LN iM > Tl_ —>
Fx Fx/M (L/M)Fx

Figura 43: Sistemas Equivalentes (L e M sdo mutuamente primos).

ilustrado na figura 43, derivando assim as estruturas representadas nas figuras
46 e 47.

L > M —{ D) —r—>
> TL > z?! > ¢M > H)lz)

L. "M —> H,“L(z)—-l

Figura 44: Arranjo Polifasico para um Sistema com Conversao de Amostragem
L/M.

Com a mudanga da ordem entre a decimacao e a interpolacao, a taxa de
amostragem intermedidria, que antes era LF,, passa a ser F,/M. Esta nova
taxa de amostragem e menor que ambas as taxas, de saida e de entrada do
sistema. Desta forma, é interessante aplicar uma decomposicdo polifasica aos
filtros individuais H; (2) ou H(z), filtros esses associados ao atraso z*%, for-
mando entdao uma estrutura de matriz. A estrutura polifasica em matriz final
para o sistema de conversao de taxa de amostragem L/M é ilustrado na figura
48.

Para derivar a matriz do filtro polifésico para um dado filtro H(z) = ) h[n]z™",
é necessério fazer os seguintes passos. A cada M amostras de z[n], L amostras
de y[k] sdo geradas. Os sinais de entrada e saida podem ser agrupados eme
blocos com M e L, respectivamente.

XM = a[-m +iM], 0<m< M, (421)
Yl =yl-l1+ L), 0<I<L. (422)

O mapeamento de n em (m,i) e de k em (I, j) é um mapeamente um para
um. Desta forma, para cada bloco de entrada, um bloco de saida é gerado.
XMi] e Y/L'[j] sao versdes subamostradas de X[n] e y[n], transladadas de m
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Hi) —>{}L >z > |M >

L He @ 4L > 2V >l |M -

Figura 45: Arranjo Polifasico para um Sistema com Conversao de Amostragem
L/M (2).

> |M —{tL > Hlz)

\

> 7P > iM > fL > 77 >l H(z2)

|—> z P > JM fL Z I H:,f'_l(Z)—J

Y

Figura 46: Arranjo Polifdsico Modificado.
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Figura 47: Arranjo Polifdsico Modificado (2).
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x[n) > |M > HY2)

L» H' (2)

O,Lrl(

> z M / > H'i(2)
Hi@)

-(M-1)

2 M / el —fL
o — L] 2

T VAT

Y

T
=
=

N

Y

Figura 48: Estrutura de Matriz Polifasica.
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e [ amostras, respectivamente. A transformada z da entrada e da saida po-
dem ser representadas como uma soma das transformadas de X2 [i] e Y;F[j]
multiplicadas pelos atrasos de fase.

X(z) = Zx[n]z
i M-1

— Z Z m—f—zM —(—=m+iM)
— Z +mZXM

0
1

M—
= X (M), (423)

m

Il
o

onde XM [i](zM) = 32, XM[i]()~7. De forma similar teremos

L—-1

Y(z) = 3 MY H ). (424)

1=0
A relacao entrada-saida do sistema é dada por

ylk] = > a[n]h[kM — nL]. (425)

n

A representagao de um bloco de saida é da seguinte forma
YA = yll+4L)
= Zx[n]h[(l +jL)M — nL]

n

M—1
= > ) XMER[+FL)M — (—m +iM)L]
et
- > XMARAM +mL) + (j — i) ML]. (426)

0 ¢

3
I

Se definirmos agora h)y [j] = h[(IM +mL) + jML],0 <m < M e 0 <1 < L,
teremos

M—-1
vEy = ZZXM ]
Z ML) (427)
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Podemos entao escrever XlL (z) da sequinte forma
M—1
Yi(z) =Y XN HM(2), (428)
m=0

e Y(z) como
i) = Y evHEh

= > > X EMHNFED). (429)

Os filtros polifdsicos H)!['(2) sdo os filtros ilustrados na figura 48. Pelo
teorema chinés dos residuos (1), o mapeiamento do indice n de h[n] & (m, 1, j) é
um para um. Cada coeficiente do filtro h[n] estd associado a apenas um elemento
de filtro polifdsico da matriz. E importante notal que o nimero de coeficientes
permanece o mesmo, e por tanto o esforgo computacional serd reduzido por um

fator LM comparando-se com a implementagao inicial de H(z).

18 Pacotes Wavelets

Com a andlise em resolugoes miltiplas temos o seccionamento do espago em su-
bespagos ortogoais encaixantes, de forma a termos um subespago de mais baixa
resolugao Vj e os demais espacos W;. Se considerarmos espagos subsequentes,
Vi—1 eV, temos V;_1 = V; @W;. Heuriscicamente, V;_; é duas vezes maior que
V; e W; (que possuem, possivelmente o mesmo tamanho), conseqiiéntemente,
Vi—2 é quatro vezes maior que V;, e W;_1 é duas vezes maior que W;. Es-
sas diferencas entre os tamanhos dos subespacos sugere que podemos dividi-los
ainda mais algumas vezes, de forma a termos ao final subespagos de tamanhos
iguais. Devemos entao construir novas fungoes que servirao de base para esse
espacos ortonormais. Essas func¢oes sao chamadas “pacotes de wavelets”, sao
fungbes bem localizadas no tempo e na freqiiéncia. Os pacotes de wavelets foram
introduzidos por Coifman, Meyer e Wickerhaser (10).

Para decompor o espago utilizamos os filtros espelho conjugados. Queremos
agora mostrar que com a utilizagao de filtros espelho conjugados é possivel
dividir um espaco U;, que admita uma base ortogonal de funcoes transladadas
por n2/, onde n € Z, em dois outros subespacos de forma que: seja {0;(t —
27n)}nez uma base orthonormal do espago Uj e sejam os pares de filtros espelho
conjudados h e g, entao definimos

+oo +oo
Qgﬂ = Z hn]0;(t —2'n) e H;H = Z g[n]0;(t —2'n). (430)
sendo a familia ‘ _
{9?+1(t - 2j+1”)7 9}-«-1@ - 2j+1n)}nez (431)
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também uma base ortonormal de U;.
A hipétese de que {0;(t — 2'n)},ecz é ortonormal equivale a dizer que (lem-
brando que 6; é periédico de perfodo 2777 17)

S = (0;(t —2'n),0,(t — 27m)) (432)
1 [ 5 ~
= o [ TG )P (433)
e w)|“dw
2 J_ o I
1 (k+Dm270 ~
= — / e~ (=me g () [2dw (434)
2 kez W 2km2d
1 Qkﬂ'
_ —z(n m)2iw ahit
- %) (Zw w—+ —)| )dw (435)
keZ
Como [ ek = 275(k), concluimos que
1 ~ 2km
§Z|9j(w+?)|2 =1. (436)

Tomando a transformada de Fourier de 69, (t), definido em (430), temos

001(@) = 3 e ™" 90;(w) = Vamo(Pw);(w), (437)

neZ

onde mo(w) = 1/\@ > ez hne™ . De forma anéloga

01 (@) = Y gne™ " 005(w) = Vo (Pw)f; (w), (438)

neZ

onde my(w) =1/V2Y, 7 gne™ .

Como vimos na sessao 9, as fungoes mg e m1 devem satisfazer as seguintes
condigoes:
w)|? + [mo(w + ) > = 1, (439)
W2+ my(w +7))? =1, (440)
my(w)mo(w) 4+ ma(w + m)mo(w + 7). (441)

Da mesma forma que mostramos (436), deve-se mostrar que as familias
{Gﬁl(t — 27t} ez, 1 = 0,1, sdo ortonormais se e somente se

2k
2]+1 Z‘ J+1 2y+1)| =1 (442)
kez

E necessario também que as duas familias seja ortogonais entre si, isso implica
em

T o,  2km.
23+1 Z J+1 2j+1 )911+1( w+ ﬁ) =0 (443)
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Para mostrar (442) é necessario tomar (437) ou (438), separar o somatério
em nos termos pares e impares, considerar as condigoes (440) e (441), e ainda
lembrar que m; é uma funcao periddica de periodo 27w. Teremos

2km
23+1 Z| (@ 2j+1)|2 = 23+1 Z |9 )% my (27w + km)|?
keZ kEZ
1 ; ~ 2k7r
- mlmz@wﬂ?le =+
keZ
2j 2 é\ 9- j 2km
2j+1|ml( w+m?Y 10w+ +2—J)\
kEZ

= L (444)

Podemos mostrar (443), para tanto devemos seguir o mesmo procedimento,
mas considerar também a relacao (441).

Para completar a demonstragéo deque U; =U ]Q g @Ujl 1, onde Uj; _é 0 espago
gerado por {6;(t —2'n)}nez, Uj,, o espago gerado por {67 ,(t — 27" n)},cz
e Uj,, o espago gerado por {6} ,(t — 2/"'n)}ncz, devemos mostrar que as
duas tltimas familis juntas, geram o mesmo espago que a primeira familia.
Ou seja, dada a seqiiéncia {a, ez € [2(Z), existem as seqiiéncias {by }nez €
{Cn}nEZ € lz(Z)v tais que

> anfi(t —2n) = b0, (t =2 n) + > enbjy (t— 27T n). (445)

neZ nez nez

Como 99+1 e 9]1+1 sao ortogonais, b, se restringe a

b o= (O ab;(t—21),60,,(t—2""n)) (446)
I€Z

_ Z li/ 7127lw z27+ nwa( )]+1( ) (447)
l€Z

Usando agora a relacdo (437), e lembrando que my e GAJ sao periodicos com
periodo 27 e 2727 respectivamente, temos

b, = Z / e~ 2 1=2Me - (4)mg (27w)0; (w)dw

l€Z -

2 w2 ~ 2mrm 2mm
= £ Zal Z / e~ U=2mw )9 (w 4 - )|?mo(29w + = )dw
0

2T
leZ meZ
27277 ] -
= P [ e (Y e+ ) mo@osss
l€Z meZ

Considerando a equacio (436) e posteriormente fazendo a substituicio & = 27w,
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teremos

27277 )
by = Zaz <2ﬂ / el‘2"<l2">fmo(2j£>d§>

T ez
2m )
= Zal (/ eizj(l?n)‘*’mo(w)dw>. (449)
1€z
Ao calcularmos h,, a partir da relagao (430) temos
ho = (05,1(t),0;(t — 27n))
1 [ —

= 5 99+1(w)ei2'7”“’0j (w)dw

2 0 . ~ =T o)
= 2£ mo(2/w)0;(w)0; (w)e ™ dw
T

2 o0 . -j o~
_ V2 / mo(2w)e |G () Pdw

27 J_ o

2 22! . o 2
B TN
0

m
meZ

2727
- ‘2/75 mo(2/w Z?’W(ZW w+)>dw
0

meZ
21 /2 2727

— 00

= mo(27w)e® ™ duw
2 0
2 .
= % ; mo(w)e'™ dw (450)

Utilizando o resultado ascima, concluimos que

n = Zalhgn,l. (451)

leZ

De forma semelhante, concluimos que

Cn = Z argon—Ii- (452)

l€Z

A idéia ¢ utilizar o resultado acima para particionar subseqiiéntemente os
subespagos ao longo do processo de decomposicao. Um subespago W]Q sera
particionado em W]Q_H e le_H, W]_H serd particionado em WO Lo € W]1+2, ja
le -1 serd particionado em W, +2 e W3 19, € assim podemos contmuar 0 processo.
A divisao recursiva dos espacos vetoriais pode entao ser representada por uma
arvore bindria.

Ao invés de dividir apenas os epagos de aproximagao V;, dividiremos também

o espaco dos detalhes W}, para tanto fazendo uso do que foi mostrado acima.

81



Se U; = Wj, entao podemos particionar esse espago em dois novo subespagos,
e podemos obter a base para esse subespaco, bastando para tanto conhecer
as funcoes de base do espaco antecessor e os coeficientes do filtro espelhado
conjugado. A arvore bindria que representa o processo de decomposi¢ao pode
ser vista na figura 49.

0 1 2 3
WL+2 WL+2 WL+2 WL+2
Figura 49: Arvore Bindria de Decomposigao do Espago com Pacotes Wavelets.

Cada né da arvore é indexado por um par (j,p), sendo j indexando a pro-
fundidade do né na arvore e p a posicao do né no nivel em questao, quantos
nés existem a esquerda do né selecionado. Cada né (j,p) é associado a um
subespaco W7, que admite uma base ortonormal {9 (t —2/n)}nez. Os nés na
estrema esquerda, estao associados aos subespagos WJQ, espagos de aproximagao,
VV]O =V;je ¢? = ¢;. Se para um dado subespago Wf, associado ao né (7,p),
temos ja costruida a sua base BY = {¢7(t — 2/n)}nez, podemos obter a base
para os subespacos dos nés filhos através do particionamento

PR = Y hatf(t—2n) e (453)
P = Y gttt —2n). (454)

Os coeficientes h,, e g, sao dados por

o = (V30 (u), ¢F (u — 27n)), (455)
gn = (W27 (u), ¥ (u — 27n)). (456)

Dissemos inicialmente, que dividir mais vezes os subespaco de detalhes le-
varia a uma melhora na resolucao em freqiiéncia. Pelo principida de incerteza
de Heisenberg, é de se esperar que como conseqiiéncia tenhamos uma perda na
definicao temporal. Para averiguar esses aspectos, suponhamos que os filtros h
e g possuem resposta ao impulso de tamanho K. O suporte de ¢ serd entao de
tamanho K — 1 ??, e entdo 19 = ¢, terd suporte de tamanho (K — 1)2L. Uti-
lizando as relagoes (453) e (454), podemos mostrar que o suporte de 1/);7 possui
tamanho (K — 1)27. O parametro j especifica, pois, a escala 27 do suporte.
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Tomando a transformada de Fourier de (453) e (454), mostramos que a trans-
formada de Fourier dos filhos esta relacionada a dos pais da seguinte maneira

P2 (w) = h(2w)y? (w), (457)
P (w) = G (w). (458)

A maior parte da energia de 1/}? estd concentrada em uma determinada banda

de freqiiéncias, e os dois filtros }\L(Qj w) e g(2/w) selecionam entre as componentes
de altas e baixas freqiiéncias dentro desta banda.

19 Perspectiva Histérica

A origem dos estudos sobre wavelet é bastante difusa e se confunde com di-
versos outras estudos correlatos. Meyer diz ter encontrado 15 distintas raizes
para a teoria de wavelets, sendo as mais antigas delas da década de 30. Da-
did Marr, por exemplo, trabalhando em visao artificial e robdtica no MIT teve
idéias similares a wavelets. A comunidade de fisicos foi apresentada as wavelets
com o trabalho de renormalizacao de Kenneth Wilson, ganhador do Nobel em
1971. Os matemaéticos Littlewood e Paley desenvolveram técnicas semelhantes
as wavelets que foram aplicadas ao estudo de séries trigonométricas. Na area de
processamento de sinais, os trabalhos de trés pesquisadores franceses em 1976,
A. Croisier, D. Esteban e C. Galand, introduziram um banco de filtros que po-
deria ser utilizado para decompor, subamostrar e reconstruir um sinal, sendo
mais tarde relacionado a teoria de wavelets. Outros pesquisadoros desenvol-
veram fungoes wavelets, similares a funcao de Gabor, para modelar o sistema
visual humano.

O termo “wavelet” (originalmente “wavelet de forma constante” para con-
trastar com as fungoes da andlise de Fourier de tempo curto (short-time Fourier
transform)) foi introduzido por Jean Morlet em seus trabalhos em geofisica,
onde aplicou, pela primeira vez, a transformada wavelet aplicada a andlise de
dados sismicos (22). A maneira padrdo para se localizar 6leo no subsolo foi
introduzida em nos anos 60 e consiste em enviar vibragoes ou pulsos no sub-
solo e analisar os seus echos. Este tipo de andlise fornece a profundidade, a
expessura e a constituicao das varias camadas do solo. De maneira simples po-
demos dizer que a freqiiéncia dos echos estd ligada a expessura das camadas,
sendo as altas freqiiéncias associadas as camadas mais finas. Morlet sabia que
os pulsos modulados que eram enviados para o subsolo possuiam uma duragao
muito longa em altas freqliéncias para ser capaz de separar precisamente ca-
madas muito préximas. A idéia de Morlet foi, ao invés de emitir pulsos de
mesma duracdo, usar formas de ondas mais curtas em freqiiéncias mais altas.
Tais formas de onda foram obtidas por uma simples mudanga de escala de uma
Unica fungao chamada “wavelet”. Esta nao foi a primeira técnicas baseadas em
translacao e dilatagao, podemos citar exemplos anteriores da utilizagao delas,
como o trabalho desenvolvido por A. Calderén (6), (7).
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Embora Alex Grossmann estudasse fisica tedrica, a abordagem de Morlet
trouxe algumas idéias que de certa forma se aproximavam ao seu trabalho em
estados coerentes quanticos. Os resultados de Morlet instigaram Grossmann a
fazer um estudo mais detalhado da transformada wavelet. Grossman e Morlet
mostraram que quando wavelets eram utilizadas para representar um sinal, nao
havia variacao na energia deste, condicao crucial para se fazer a reconstrugao do
sinal. Apenas 40 anos depois a transformada wavelet seria formalizada através
de uma trabalho de colaboracao entre a fisica tedrica e processamento de sinais,
envolvendo Gabor, Morlet e Grossmann (12).

Em 1986, Stéphane Mallat, no momento, ainda um estudante de vinte e tréis
anos, encontra-se com Yves Meyer e juntos mostram que os diversos trabalhos
sobre wavelets, algoritmos piramidais utilizados em processamento de imagens,
codificagao de subbanda em processamento de sinais e filtro espelhados em qua-
dratura utilizados em processamento de sinais de voz estao todos fundamentados
sobre uma mesma teoria (21). Criaram assim a teoria da andlise em resolugoes
multiplas, tendo como um dos resultados a transformada rédpida wavelet. Um
outro resultado foi a teoria matemadtica para as wavelets ortogonais.

O algoritmo proposto por Mallat utilizava inicialmente versdes de wavelets
de Guy Battle e Pierre Gilles Lemarié que se extendiam do infinito begativo
ao infinito positivo e portanto tinham que ser necessdriamente truncadas. As
wavelets de suporte compacto surgem com os trabalhos de Ingrid Daubechies
e servem ao proposito de evitar o erro cometido com o truncamento. Essas
wavelets nao podem ser construidas de forma analitica, apenas numericamente.
Mais tarde, outros pesquisadores mostraram que seria possivel criar wavelets
ortogonais com suporte compacto e com funcao explicita, mas, para tanto, seria
necessario utilizar mais do que uma fungao escala.

A Teorema de Parseval

Teorema A.1l. Se f e h pertencem a L*(R) N L%(R), entdo

+oo 1 +oo
/ PR (1)t = 5 / Flw)h* (@)dw (459)
e T )
Para h = f seque que
T |
| ira= 5o [ (ks (160)
Demonstracdo. Seja g = f * h, onde h = h*(—t). O

B Base de Riesz

Em um espago de infinitas dimensoes, se relaxamos a condi¢ao de ortogonalidade
de uma base, devemos impor uma equivaléncia parcial de energia para garantir
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a estabilidade da base. Seja uma familia de vetores {e, }nen, esta é dita uma
base de Riesz de H se for linearmente independente e existir A, B > 0 tais que
para qualquer f € H podemos encontrar A, de forma que

—+oo
f = Z An€n (461)
n=0
em que a seguinte condicao seja satisfeita
SVIRES SR VIS (462)
B T - A

é, O teorema de representacdo de Riesz prova que existe é, tal que A\, =
(f,€n), e por (462), teremos

Sl < S 2 < ZsIe (463)
O teorema (??) garante que para todo f € H
AIFIP <D 1 Fen)> < BIFIP, e (464)
+oo oo
f= ;fﬁ En)en = ;ff, €n)én - (465)

A familia dual {€,}n,en € linearmente independente e também uma base de
Riesz. Essas bases duais devem ser biortogonais pois no caso em que f = e, te-
remos e, = ZI:E)@,,, énYen. Como {e,}nen constitui uma familia linearmente
independente, teremos a relagao de biortogonalidade entre as bases

(€p, €n) = Op—n . (466)
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