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L Audicso

Audicao

Figura: Gratitude Painting #68 (Lee-Ellen
Marvin, 2004)

Hearing is a wonderful thing. Sometimes, when | listen fully, |
feel as if | have become the sound | am listening to.

(Lee-Ellen Marvin)
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Aparelho Auditivo

/
/

Fing: Eustachian Tube

Figura: Aparelho Auditivo.
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L Audicso

LResposta na Céclea

Resposta a um estimulo na Cdclea

Estimulo: onda de press3o de uma tnica freqgiiéncia, f,(t) = e/t

estribo

janela oval
membrana basilar

| janela redonda

I
of

) R -

Figura: Estimulagdo em uma Cdclea estirada.

Resposta: F,(t,y) = e/“t¢,(y).
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LResposta na Céclea

Resposta Logaritmica
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Figura: Freqiiéncia versus Posicdo ao longo da Membrana Basilar. [?, ?

DY) = Oy — o) = d(y — logw)
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L Audicso

LResposta na Céclea

Resposta a uma Excitacdo Qualquer

Utilizando a Transformada de Fourier e suas propriedades, o
Teorema de Parseval, algumas substituicoes e manipula¢des...

F(t,log a) = G(a, t) \/7/ a(t' + t))dt (1)
em que ¢(e™) = V2m\/|alg(x) e y = loga.

Escolhendo a=1/s, t = —u e como a >0

G(s, u) \[/ (““) dt. 2)
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LWavelets

Vendo a Floresta - e as Arvores

Figura: Wavelet Bird (Annette Unser, 1999)

To see a world in a grain of sand and heaven in a wild flower
Hold infinity in the palms of your hand and eternity in an hour.

(William Blake)
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L Definicao

Definicao
As fungdes wavelets 1) € L?(IR) devem satisfazer a relagdo

beal®) = 720 (5 )

e algumas condi¢bes de admissibilidade, de forma que a familia
{ts.u}s.ucr constitui uma base para o espago L2(IR).
Condic3o de admissibilidade:

Co=2r [ lol ()P < . 4)

A Equagdo 4 implica em:
»(0) =0 ou seja /w(t)dt =0, (5)

1
caso ¢ € L'(IR).
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L Wavelet de Haar

Wavelet de Haar
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Figura: Wavelet de Haar.
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L Wavelets
L Wavelet de Haar

Translacao e Dilatacao
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Figura: Dilatag3do.

Figura: Translagdo.
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LWavelets

L Wavelet de Haar

Funcao Escala

Figura: Fung¢3do Escala.
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L Transformada Wavelet Discreta

Transformada Wavelet Discreta

Restringindo s e u da seguinte maneira: s = sé eu= kuosé, em
que j,k € Z e sy # 1 e uy > 0, obtem-se
t— kuosé

bia(t) = 5572y J = s/ 2p(sy it — kup) . (6)
0

Uma funcg3o f serd representada da seguinte forma:

f= Z<ﬂ¢j,k>¢j,k- (7)

ik
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LWavelets

L Transformada Wavelet Discreta

Exemplo 1 : Wavelet de Haar

Figura: Decomposicdo - Wavelet de Haar.
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L Transformada Wavelet Discreta

Exemplo 2 : Wavelet de Haar

1 1
sen(w) + Esen(2w) + Zsen(45w)

s(t)

()

9 0 00nR,? ? 99RRL P0@RQ O 2O@RP P IRBRL VL@ P O
56 BBTED 6 OVES b GOVED & 6OTE b bODEH b & ITE b & BB b

Wavelet de Haar.

30 -

Figura: Decomposic
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LWavelets

L Localizagdao Tempo-Freqiiéncia

Localizacao Tempo-Frequéncia

. Our everyday experiences - especially our auditory
sensations - insit on a description in terms of both time and
frequency

(D. Gabor)

Transformada de Fourier

(FF)(w) = F(w) = \/12? / F(t)e—“tdt (9)

Transformada de Fourier Janelada

(TYNf)(w, t) = / f(s)g(s — t)e “sds (10)
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LWavelets

L Localizagdao Tempo-Freqiiéncia

Janelamento - Efeito Tempo-Freqiiéncia

Figura: Janela gaussiana aplicada a uma senoide.
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LWavelets

L Localizagdao Tempo-Freqiiéncia

Janelamento - Efeito Tempo-Freqiiéncia

AN A /\ /\
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Figura: Janela gaussiana aplicada a uma senoide.
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LWavelets

L Localizagdao Tempo-Freqiiéncia

Principio da Incerteza de Heisenberg

l Figura: Magic Mirror of Uncertainty (Duane
Michals, 1998)

There is no such uncertainty as a sure thing. (Robert Burns)
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L Wavelets

L Localizagdao Tempo-Freqiiéncia

Principio da Incerteza de Heisenberg

O Principio de incerteza de Heisenberg afirma que n3o é possivel
medir com precisdo infinita pares de varidveis observaveis. Existira
sempre uma incerteza inerente a toda medida.

A incerteza Ax na medida da posicdo e a incerteza Ap na medida
do momento sdo tais que

AxAp > - = — (11)

4’

N Sy
>

sendo h a constante de Planck.
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LWavelets

L Localizagdao Tempo-Freqiiéncia

Principio da Incerteza de Heisenberg - Tempo-Frequéncia

A formulag3o do principio de incerteza de Heisenberg para o par de
varidveis tempo e freqiiéncia é da seguinte forma

1
o202 > 2. 12
otol > ] (12)
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L Localizagdao Tempo-Freqiiéncia

Caixas de Heisenberg
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Figura: Caixas de Heisenberg.
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L Localizagdao Tempo-Freqiiéncia

Caixas de Heisenberg
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Figura: Caixas Tempo-Freqiiéncia.
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L Localizacao Tempo-Freqiiéncia

Caixas de Heisenberg

t
t

Figura: Caixas de Heisenberg
para a transformada Fourier com
janela.

Figura: Caixas de Heisenberg
para a transformada wavelet.
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LAn;ilise em Resolugoes Miiltiplas

Decomposicdo de uma funcao

Jo

Figura: f = fj; = Py, f.
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LWavelets

LAn;ilise em Resolugoes Miiltiplas

Decomposicdo de uma funcao

Figura: Go = f;'o+1 + 5jo+1 = ij0+1 f}o + 'DVVj0+1 75'0'
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LAn;ilise em Resolugoes Miiltiplas

Decomposicdo de uma funcao

Figura: fiy41 = fir2 + djpr2 = PVjo+2 fio+1 + 'DWjo+2 fio+1-
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LAn;ilise em Resolugoes Miiltiplas

Decomposicdo de uma funcao

Figura: f =f5+6,_1+0,2+ ...+ 0jyg2 + 41
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LWavelets

LAn;ilise em Resolugoes Miiltiplas

Subespacos Encaixantes

Figura: Seqiiéncia de subespacos encaixantes.
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LRelat;ﬁo de Escala

Relacao de Escala

Pela Andlise em Miiltiplas ResolucGes sabemos que Vg C V_1, por
tanto, uma funcdo ¢ € Vy pode ser escrita como

=" hat_1a(t) = 0‘1”Zhn¢ (sot —kuo)  (13)

onde {¢(sp - —kug)}kez constitui uma base para V_j.

De maneira similar, Wy C V_1, obtem-se assim:

= gnb-1a(t) = 552 gnd(sot — kuo). (14)
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LWavelets

LRela(;ﬁo de Escala

Relacao de Escala no Dominio de Fourier

sl o

= eI (16)
k

B =56 (2)8(2). (17)

w) = nge‘fk“w (18)
k
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LCondig;(':oes de Ortogonalidade no Dominio de Fourier

Condicdo de Ortonormalidade

Desejamos que ¢(t) seja ortogonal a ¢(t — n), onde n € Z.

2w +°O
(o(x), ¢(x — / w)e*"dw, (19)
no qual define-se:

Alw) = |o (w+27r/)| (20)

A escolha que garante a ortogonalidade é: Zf:ofoo A(w) =1, pois
1 2r elwn — §
2 JO n-
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LCondic;(':oes de Ortogonalidade no Dominio de Fourier

Condicdo de Ortonormalidade

+oo
7 Jbw+2m)P =1 (21)

|=—00

Usando a relac3o de escala obtem-se:
+o0

el YTN 0\“ Ty

Separando as fases, | = Nk, I = Nk+1, ..., I=Nk+N—-1,¢e
usando o fato de que mg é periédico com periodo 27, obtem-se:

+27Ti
m PR
A
i=0

Leonardo Carneiro de Aratjo Banco de Filtros Wavelets com Fator de Escala Maior que 2

2 2

=1 (22)

N—-1 2

=1 (23)
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LCondig;(':oes de Ortogonalidade no Dominio de Fourier

Condicdo de Ortonormalidade

Faz-se o mesmo para cada uma das familias {/(t — n)} ez,
I=1,...,N—1, obtendo:

m —i—ﬁ
[\ w N

N-1

>

i=0

2
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LCondig;(':oes de Ortogonalidade no Dominio de Fourier

Condicao de Ortogonalidade entre subespacos

Deseja-se a ortogonalidade entre familias diferentes para que,
assim, os subespacos V e Wj’ sejam ortogonais entre si, e também

para que os subespacos |7|/J-’ e V~VJ-" sejam ortogonais para [ # I'.

(6(x), ¥'(x)) =0 (25)

(W'(x), 9" (x)) =0, paral#/ (26)
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LCondig;(':oes de Ortogonalidade no Dominio de Fourier

Condicao de Ortogonalidade entre subespacos

2mi 27

para [ # I'.
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LCondic;(':oes de Ortogonalidade no Dominio de Fourier

Condicdo de Ortogonalidade - Juntando os Resultados

A ortonormalidade dos diferentes subespacos na andlise em
resolu¢des miiltiplas implica na matriz N x N, M(w), com
elementos da forma

Mip(w) = mj— <w + %T(k - 1)> : (29)

ser unitdria para todo w, ou seja, a inversa de M é a transposta
complexa conjugada de M: M~1 = M*.
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LCondic;(':oes de Ortogonalidade no Dominio de Fourier

Condicdo de Ortogonalidade - Coeficientes

s

E possivel reescrever M da seguinte forma:
M(w) = GE(w) (30)

cujos elementos s3o dados por:

Gk = ﬁgk' (31)
Ex(w) = \%eil(w-&-mff), (32)

para/=0,1,... M—1ek=0,1,...,N—1.

Mostra-se que E é uma matriz unitaria e, para M também ser
unitdria, é necessario que G seja unitdria.

Qualquer matriz ortogonal de tamanho n x n pode ser construida
com um produto de ndo mais que n matrizes de reflexdo de
Householder.
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LConstru«;éo das Wavelets

Relembrando as condicoes de ortonormalidade

i, 2mi\ |2
my ((U + N) = ]., (33)
i=0
= T 2mi
my (LU + N) my: <w + N> =0, (34)

paral#1'el,I'=0,1,...,N —1.
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

Projeto de myg

Aplicando a condicdo (Z(O) =1 na relac3o de escala:

ow)=mo ()6 (5). (35)

obtem-se mp(0) = 1 e, assim, |m(0)|? = 1. Usando 35 na relagdo
33, conclui-se que
2mi\ |7 ,
mo(w+ )| =0 =12 V-1 (36)
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

Escolha

Faz-se a seguinte escolha para que mg tenha zeros em w = 27i/N,
i=1,2,...,N—1: my(w) x Q(w), sendo

N—1 N—1 ; 2kmy\ M
1+ e—l(w+7r— N )
Qw) =[] at'w) =] —— (37)
k=1 k=1 Nn=1
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

Alguns Exemplos de @

magnitude magnitude

o i e anla n ° nia i ania n

o i iz ania n o nia 2 ania n

Figura: Q(w) com N = 2. Figura: Q(w) com N = 4.
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

Alguns Exemplos de @

magnitude

magniude
ft 1
o8] 04|
o4 04|
04 04
02 02
o i iz ania n o it w2 B2 [
phase phase
, 2|
1
1
o
° -1
4 E
0 nia 2 ania " o i 2 s [

Figura: Q(w) com N = 6. Figura: Q(w) com N = 8.
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

Define-se
Mo(w) = [mo(w)|?, (38)
ja que na Equacdo 33 utilizou-se 0 médulo de myg.
N—1
Q)P = T k"), (39)
k=1

mas cada termo gx(w) é dado por:

L4 eilotn-2\

_1
NN—1

1
= y i (1+Zk)M
N—1

_ ! iw:("/”)zy’ (40)

_M_
NN=1 I—0

%'(w) =
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

a@)P = (Real)) + (i) (41)

QWP = —2 fo (ZMI (7) <<M— /) (‘””‘ T»)Z

(S (Mo 2
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

My serd dado por:

Mo(w) = |Q(w)*L(w). (43)
em que, L(w) é um polindmio em cos(w). Note que, ainda sim,
resolver

N—1
Mo(w + 2km/N) =1 (44)
k=0
nao é trivial.
Usando 43 em 44
N-1
> 1@ + 2km/N)PL(w + 2km /N) = 1. (45)
k=0
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

De forma a escrever a Equacdo 45 de forma mais concisa, faz-se

AM(w) = |Q(w + k)|, em que 7% = 2T e, de maneira anloga,

Li(w) = L(w + 2kn/N):

A (W)Lk(w) = 1. (46)
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

®

4n ® +2WR(N_1)
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

E possivel reescrever as equacdes na forma de um sistema matricial:

AM(w)  AMw) AMw) ... AN (w) [ Z)Ez; . _1_
AM () AMw) AMw) ... AM (w) ARk
M) M) AMW) . AY(W) LN_fl(w) 1
. ' S @)

A(w) L (w) =1 (48)
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

o i n a2 on o 2 " aniz an

Figura: L(w) com N=2e Figura: L(w) com N=4e
M =2. M =2,
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

o 2 n B on 0 2 n aniz n

Figura: L(w) com N=6¢ Figura: L(w) com N =8¢
M =2 M =2.
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

Resultados Analiticos

Para N =2 e M =1 obtem-se

Q)P = 5 (1+ cos(w)). (49)
Aplicando o resultado 49 em
QWIPLE) +1Qw + mPLw +m) =1, (50)

é verifica-se que L(w) =1 é uma solugdo da Equagdo 50.
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

Resultados Analiticos

ParaN=2eM=2
Q)P = (cos(w) + 1% (51)
Aplicando o resultado 51 em
QE)PL) +1Q + ML +m) =1, (52)

é verifica-se que L(w) = é uma solu¢do da Equacio 52.

2
cos?(w)+1
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

[mo(w)[? — mo(w)?

Lemma

Seja A um polindmio trigonométrico positivo contendo apenas
cossenos, A(w) = E,,NZO apcos(nw) (com a, € IR), entdo, existe
um polinémio trigonométrico B, também de ordem N,

B(w) = ZnN:O b,e™™, com coeficientes by, tal que:

B(w)? = Aw). (53)
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LConstru«;éo das Wavelets

LProjeto de mg

Determinando A(w) e B(w)

Fazendo x = e'¢

Basta ajustar o polinémio de grau 2N para a funcdo 2xNA(w).

2xVAW) = anx®N tan 1PVt (54)

+arxV 4 2a0xN 4+ aixV T+ L+ an_1xt + aw,

Para obter os coeficientes b, basta dividir os coeficientes a,, por 2.
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LConclusﬁes

Outline |

B Conclusdes
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LConclusﬁes

Resultados Obtidos

m Determinou-se uma condic3o sobre os coeficientes de filtros
para que se tenha reconstrucdo perfeita.

m Estendeu-se a construgdo de mg feita por Daubechies para o
um fator de escala qualquer inteiro N.

m Mostrou-se como determinar numericamente o filtro myg.

m Tanto os resultados numéricos quanto os andliticos sdo
solucoes.
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LConclusﬁes

Em aberto

m Como determinar os demais filtros de forma que satisfacam as
condicBes mostradas?

m Apesar do resultado encontrado ser uma solucdo, por que no
caso em que o fator de escala é igual a dois o resultado é
diferente do encontrado por Ingrid Daubechies?
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LConclusﬁes

Comparando os Resultados

0 iz n aniz an o 2 " aniz 2n

Figura: Resultado obtido por I. Figura: Resultado aqui obtido
Daubechies para M=1. para M=1.
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LConclusﬁes

Comparando os Resultados

o 2 n ani n o 2 n ez on

Figura: Resultado obtido por I. Figura: Resultado aqui obtido
Daubechies para M=2. para M=2.
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LConclusﬁes

Comparando os Resultados

b g ™ niz Ed o iz n B 2n

Figura: Resultado obtido por I. Figura: Resultado aqui obtido
Daubechies para M=3. para M=3.
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LConclusﬁes

Comparando os Resultados

(] iz o ani an o 2 n aniz 2n

Figura: Resultado obtido por I. Figura: Resultado aqui obtido
Daubechies para M=4. para M=4.
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L Conclusdes

Obrigado!
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